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1-GIRIS

Miihendislikte dogadaki olaylarin ve olusumlarin bilimsel yontemlerle anlagilan isleyis
kurallar1 cok 6nemlidir. Bu kurallar insanligin kullanimina sunulacak alet, cihaz, makine, yap1 ve
sistemlerinin olusturulmasinda, isletilmesinde ve gelistirilmesinde kullanilmaktadir.

Dogadaki olaylar ve olusumlar bilimsel yontemlerle incelenirken degeri degistikge olaylarin
seyrini veya olusumlarin sonucunu etkileyen biiyiikliiklere degiskenler denir. Inceleme
sonucunda degiskenler arasindaki iliskilerden tablo degerleri ¢esitli grafikler veya cebirsel,
diferansiyel ve integral denklemler veya sistemleri elde edilir.

Ikinci dereceden cebirsel denklemler sayisi fazla olmayan cebirsel denklem sistemleri lineer
diferansiyel denklemler ve sistemleri , diizglin geometriye sahip kismi tiirevli lineer diferansiyel
denklemler ve sistemlerinin analitik yontemlerle ¢6ziime gidilmesine karsilik diger durumlarda
pek kolay olmamaktadir. Hatta ¢ogu kere bu imkansizdir. Bundan dolay1 biiyiik denklem
sistemleri, lineer olmama durumu ve karmasik geometri durumlarinda sayisal yontemler veya
deneysel yontemler uygulanmaktadir. Son yillarda bilgisayar teknolojisindeki gelismeler sayisal
yontemlerin yogunlugunu ve etkinligini artirmistir.

1.1 SAYISAL HESAPLAMALARDA HATA ANALIZI

Sayisal yontemlerde olusabilecek hatalar1 kesme , yuvarlatma hatasi ve se¢ilen matematik
modelden kaynaklanan hatalar olarak sayabiliriz.

Kesme hatasi, yliksek matematik fonksiyonlar1 hesaplanirken kullanilan serilerde alinan
terim sayisina baglhdir.

Yuvarlatma hatasi, yapilan islemlerde ger cel sayilarda virgiilden sonra alinan rakam
sayisina baglidi.

Matematik modelden kaynaklanan hata Gergek durum ile matematik model arasindaki farka

baglidir.

1.2 HATA TANIMI
Dogru deger = yaklasik deger + Hata
Hata = Dogru deger - yaklasik deger
E; = Dogru deger - yaklasik deger
Bagil hata = hata / dogru deger
Bagil gergek ylizde hata & = (ger¢ek hata / dogru deger ) 100 %
Bagil yaklasik yiizde hata ¢, = ( yaklasik hata / yaklasik deger) 100 %
Ardisik metotlarda uygulanisi

€, = (( simdiki yaklasik deger — bir 6nceki yaklasik deger)/ (simdiki yaklasik deger )) 100 %



2 SAYISAL YONTEMLERIN SINIFLANDIRIMASI

2.1 Denklemlerin kokleri

fxy=0 denklemini saglayan x degerlerinin foo ¢
hesab1

><V

A 4

kok

2.2 Lineer denklem sistemlerinin ¢oziimii

Anxi+tApx, =G X2
Ay xitApx, =G,

v

2.3 Egri uydurulmasi
f 0@

15+

5 1 5 D 1 2 3 4 5 6 7
Regresyon X Interpolasyon X
(yaklagtirma) (ara degeri bulma)

2.4 Nimerik integral

fx

I = egri altindaki

b
1=(f,dx

alan

v



2.5 Numerik tiirev

Tiirev: f (x) 4 say1sal tiirev

df f —f y
™ _Lim (x+ax) () tiirev

ax e A f
Ay

Niimerik tiirev :
df, _ Ay _ fran —fo

»

dx Ax Ax - >
AX™ X
2.6 Adi diferansiyel denklemler
dy N Ay ~ A
at ALy y
tg0="fuiy)
y nint ye bagh ¢ozlimii: /
Yi+1 = yi + f(t,y) At »
t > Lisl t
At
2.7 Kismi tiirevli diferansiyel denklemler
y A
o’'u 0’'u
o oy foey
x ve y ye bagh olarak u hesaplanir.
> X




3 DENKLEMLERIN KOKLERININ BULUNMASI

f (x) = 0 denklemini saglayan x degerlerine bu denklemin kokleri denir.
Ornek olarak 2. dereceden

fx)=ax’+bx+c

—_h+ 2 _
denkleminin kokleri  x = — 0 2b ¢ sitligi ile kolaylikla bulunur.
a

Herhangi bir f(x)=0 denkleminin kokleri her zaman bu kadar kolay hesaplanamaz. Bunun i¢in
sayisal yontemler gelistirilmistir.

3.1 GRAFIK METODU
Bu yontemde f(x) denklemi o6lgekli bir
Sekilde cizilir. Egrinin x eksenini kestigi f(c) 3

noktalar okunmaya caligilir. 0!

Ornek olarak parasiitiin inisini karakterize 0
eden denklemi ele alalim. 0
10

V= %[1 —~ e'(”"‘)‘]

Burada v hizi, g yercekimi ivmesini , m
Kiitleyi ve ¢ de havanin direncini gosteriyor.

Verilen v =40 m/s , m=68,1 kg , 2=9.8 m/s>,t=10s degerleri ile ¢ hava direncini hesaplamak
i¢in
fc)= 21 [1 — e c/me ]— v seklinde yukaridaki denklemi diizenleyip bunu sifir yapan ¢
c
degerini yukaridaki grafikten ¢ = 14,7 degerini okuyabiliriz.

3.2 ORTA NOKTA METODU

f(x;)*f(xy)<0ise f(x)denkleminin
f(xpt (x1 , Xy ) araliginda en az bir kokii vardir.
Xy = (Xy X1 )/2
Xy = (X]+xy )/2

« > )

' Xr 4
o

f(x) * f(x)<0ise Xy =X,
f(x) * f(xr)>01se x1=x,
f(x) * f(xr)=01se x, koktiir.




Ornek 3.2.1
f(x)= X% -2x -3 “cOziim x;=-1 x,=3°*
(x=2 xy=5) f(2)=-3 f(5) =12 f(2) * f(5) =-36<0

% =(2+5)2  x=35 f(3,5)=225 fQ)*f(3,5)<0 x,=3.5

(=2 x=3,5) x=(2352 x=275 f(2,75)=-0.93

f(2) * £(2,75) >0 x;=2,75

(x1=2,75,%3,5) x=3,125 £(3,125)=0.516 f£(2,75) * f(3,125)<0 x,=3,125
|| = (3,125-2,75)/3,125| 100 % || =12 %

(x1=2,75,%x.=3,125) x,=2,94 £(2,94)=-024 f(2,75)*(2,94)>0 x, =2,94
| €a | :673 %

(x1=2,94,%x,=3,125) x=3,03 f(x,)=0.12 f(x;)f(x1)<0 x,=3,03 |&a|=2,97 %
(x1=2,94,%x,=3,03) x,=2,985 f(x,)=-0.06 f(x()f(xr)>0 x=2,985 |& |=15%
(x1=2,985, x,=3,03) x,=3,0075 f(x;)=-0.03 f(x;).((x1)<0 x,=3,0075 | & |=0,75%
(x1=2,985, x4, =3,0075 ) x,=2,99 f(x;)=-0.0399 f(x{).f(xr)>0 x,=2,99 |&,|=0,59 %

(x1=2,99, X, =3,0075) x,=2,999  |&,|=0,3%



3.3 HATALI KONUM METODU ( Lineer interpolasyon yontemi )

fx,) _ f(x,)

Xr_Xl Xr_Xu

f(x) a

f (xu)
f(Xu)(Xl B Xu)

X =X —

Tt f(x)-f(x,)

v

X
f(x1)
Ornek 3.3.1
f(x)=x>-2x-3 “(¢bziim x;=-1, x,=3)

x1=2 x,=5 i¢cin f(x)=-3 f(xy)=12 {(x))f(xy) <0 oldugundan f(x) denkleminin
(x; , Xy ) arali@inda en az bir kokii vardir.

X=5-12(2-5)/(-3-12) %=2,6 |ea|=](2,6—2) /2,6]|100%=23%
x1=2,6 f(x)=-1,44 x=5-12(2,6-5)/(-1,44-12) x,=2,86 |ea|=9,1%

x1=2,86 f(x))=-0,54 x,=5-12(2,86-5)/(-0,54-12) x=2095 l|ea|=3,05%
x1=2,95 f(x))=-0,1975 x,=5-12(2,95-5)/(-0,1975-12) x=2983 |ea|=11%
x1=2,983 f(x))=-0,068 x,=5—12(2,983-5)/(-0,068-12) x,=2,994 |e.|=0,37%
x1=2,994 f(x))=-0,024 x,=5-12(2,994-5)/(-0,024-12) x,=2983 |e|=0,13%

lea | =1(2,998 —2,994) /2,998 | 100 % =0,13 %



3.4 BASIT TEK NOKTALI ARDISIK METOD

Bu yontemde f(x) fonksiyonu fj(x)=fy(x) olacak sekilde iki pargaya ayrilir.

Bu ayirim x;.; =g (xi) seklinde olabilir.

f(x) 4 y2 71(x) Xir1 = g (Xi)
y1=fi(x)
|8a|:|(Xi+1*Xi)/Xi+1 | 100 %
le =] (x—x1)/ x| 100 %
> x
kok

Ornek 3.4.1
fx)= e*—x

fi(x) =x H(x)=¢™

0-5 fx)=e™-x
0.5
0.25

kok = 0,56714329

0.2 04
0.5

-0.5

fz(X) = e'x

0.8+
0.6 ¢
04+

0.2+

0.

ok

0.8

1

fi(x) =x

0.2 04

0.6

O.‘8
10



Yukaridaki esitliklerle asagidaki tablo yazilabilir.

Y & |

Xi Xij+1 = € ! % %

0 1 100 100

1 0,36789 76,3 171
0,36789 0,6922 35,1 46,9
0,6922 0,500473 22,1 38,3
0,500473 0,60624 11,8 17,4
0,60624 0,545396 6,89 11,2
0,545396 0,57961 3,83 5,9
0,57961 0,560115 2,2 3,48
0,560115 0,571143 1,24 1,93
0,571143 0,564879 0,705 1,102
0,564879 0,568428 0,399 0,624
0,568428 0,566415 0,226 0,355
0,566415 0,567557 0,128 0,2
0,567557 0,56691 0,07 0,11
0,56691 0,56728 0,04 0,065
0,56728 0,567066 0,014 0,038

11




3.5 NEWTON - RAPHSON METODU

f(x) o
egim = f'(x,) f'(x,)= o)
X; —Xin
) | g
kok f(xi) Xin =X _ﬁ
l v . f'(x;)
7 Xm X X

Newton- Raphson yontemini ayrica Taylor serisinden ¢ikarabiliriz ve bu yolla hata analizi de
yapilir. Ek 1 deki tek degiskenli f(x) fonksiyonun x, noktasinda Taylor serisine agilimini gz
Oniine alalim. Buradaki agilimda x¢ yerine X; , X yerine x;; yazarsak asagidaki esitligi elde
ederiz.

1 2
f(x,,,)=f(x)+f'(x;) (x;,; = x,)+ f"(é)E(XHl -X;)

Burada § , x; ile xj;; arasinda bir degerdir.

mertebeden tlirevi igeren terimlerden sonrakiler alinmaz ve f(xi;) =0 alinirsa

0=f(x,)+f'(x;)(x;,; —X;)

1§

esitligi yazilir. Buradan Newton-Raphson yonteminden elde edilen asagidaki denklemi elde
edilir.

f(x;)
Xin =X =5

f(x,)

3.5.1 Newton-Raphson yonteminde hata analizi

x; : kokiin gercek degeri Taylor serine yerlestirilip bundan yaklasik denklem ¢ikarilirsa

0=f(x,)+F'(x,) (x, - x,) + f"(&)%(xr —x,)
0=f(x,)+f'(x;)(x;,, —X;)

0= (%) (%, ~ %) '@ 5 (x, =%,
E,, =x,—x; (0nceki gergek hata) E ;. =X, —X;, (gercek hata)

esitliklerini yukaridaki denkleme yerlestirirsek
1
0="f'(x,)E,,, + f"(F,)EEt’iZ

esitligini elde ederiz. Coziimiin yakinsadig1 diistiniiliirse x; ve &, X, gercek kok degerine
yakinsar ve boylece

12



_f"
ti+IE#Eti2
T (x,) "

denkleminden hatanin kabaca 6nceki hatanin karesiyle orantili oldugu goriiliir. ( Kuadratik
yakinsaklik )

Ornek 3.5.1.1

flx)=x*-2x-3 ( Gergek ¢ozim x;=-1, x,=3)
f(x,
X = i—ﬂ f'(x)=2x-2 | €| =] Xir1 —Xi )/ xi11 | 100 %
f'(x;)
x,’ —2x,-3
Xi+l = Xi T Al A
2x; -2
Xi Xi+1 l&al, %
0 -1,5 100
-1,5 -1,05 43
-1,05 -1,000609756 4,94
-1,00060975¢  -1,000000093 0,061
-1,000000093 -1 0,000009

3.5.2 Newton — Raphson yonteminin iki bilinmiyenli lineer olmayan denklem
sisteminin ¢oziimiine uygulanmasi

Ek 1 deki iki degiskenli fonksiyonlarin Taylor serisinde x¢ yerine X; , yo yerine yj, X yerine
Xir] , y yerine yi: alip birinci mertebeden tiirevli terimlerden sonraki terimleri almazsak
asagidaki denklemi elde ederiz

of(x; ’Yi)(X. —x)+ of(x;,y,)

f(Xi 5 Yi)) =X,y + ox oy

Vi =Y

Iki bilinmiyenli lineer denklem sistemini

u(x,y)=0
v(x,y)=0

seklinde gosterirsek yukaridaki Taylor serisinden elde edilen esitligi bu her iki denkleme ayr1
ayr1 uygulamamiz gerekir.

_ ou(x, ,y;) _ ou(x;,y;) _
u(X;,; »Yi)=u(x; ,y;)+ ox (X — X))+ dy Vi1 —Y)

i VYD VLY
V(Xi, 5Yi) = V(X; 5¥)+ ox (X — X))+ dy Yie —Y)

Sistemin ¢ozlimiinii aradigimiz i¢in
13



u(X;y; 5Yi) =0

V(Xity 5Yi) =0

olmalidir. Ayrica

u(x; ,y;)=u,

V(X ,¥Y) =V,

alinirsa denklem sistemini asagidaki gibi diizenlenebilir.

L L 1)
ox i By Yiu i i Y: By
%x +% vV, +X,—+ v,
ox i By Yia i i3 yi By

Boylece xi;; veyir; biiylikliiklerini bilinmiyen kabul eden iki bilinmiyenli lineer denklem
sistemini elde edilir. Bu sistem Kramer kuralina gore ¢oziiliirse asagidaki esitlikler bulunur.

ov; Ou,
u, oy -V, oy
Yo =% 7 du; Ov, Ou; dv,
Oox 0y Oy Ox
ov; Ou,
u. - V.
) ' ox

Vi =0T Tou ov,  ou, v,

Ox 0y 0Oy 0Ox

Ornek 3.5.2.1
u(x,y)=x+xy-10=0 y ®r
v(xy) =y +3xy ~57=0 sl
30,
20,
10}
_=2X+y, 6—u=X’ a—V=3y2, 6—V=1+6xy
X oy ox oy

(x;” +x;y; —10)A+6x,y,)—-(y; + 3Xiyi2 —-57)x
@2x, +y,)A+6x,y,) - x,(3y,")

14



(Xi2 T XY _10)3Yi2 —(y: + 3Xiyi2 —37)(2x; +y,)

Y=Y —
1 (2x; +yi)(1+6xiyi)_xi(3yi2)
Xi Yyi Xi+l Yi+1
1 4 2,176470588 1,941176471

2,176470588

1,941176471

1,900833044

3,215237987

1,900833044

3,215237987

1,999127152

2,997166652

1,999127152

2,997166652

1,999999679

3,000002741

1,999999679

3,000002741

2

3

3.6 SEKANT METODU

Newton-Raphson yontemi i¢in gerekli olan tiirev alma islemi bazi polinom ve fonksiyonlarda
zordur. Bu yontemde tiirev yerine sonlu farklar tiirev formiilii kullanilir.

f(x, .
X; =X; — % ( Newton — Raphson Yontemi )
X;

buradaki f'(x;) yerine

f(x;,)—1(x;)

X, —X,

f'(x,) =

yaklasik degeri alinir. Bu denklemden x;:; asagidaki sekilde elde edilir.
_ f(x;) (xii —X;)
f(x, ,)-f(x,)
iki deger x; ve Xx;q baslangicta verilmelidir. Bu baslangicta verilen iki deger kokiin ayri
taraflarinda olmak zorunda degildir.

i+1 i

f(x) 4
f(x;)

f(xi-1)

v

/k/(')k Xit1  Xi-1 X; X

15



Ornek 3.6.1

fx)=x"-2x-3 (¢0zim x;=-1 , x2=3)
2
S =2x. — . —X. o —X.
Xi+1 — = (Xl Xl 3) (X1;1 Xl) , | €a | — X1+1 Xl 100 %
(x2,—2x,_,-3)—(x;” —2x,-3) i+1
ﬁ Xi-1 Xi Xit+1 | €|, %
1 0 -3 -0,6 400
2 -3 -0,6 -0,8571428571 30
3 -0.6 -0,8571428571 -1,016528926 15,7
4 -0,8571428571 -1,016528926 -0,9993904297 1,715
3 -1,016528926 -0,9993904297 -0.9999974911 0,061
@ -0,9993904297 -0.9999974911 -1 0,00025
3.7 KATLI KOKLER
f(x)
.l f(x) = (x-3) (x-1) (x-1)
iki katli kok
\ ‘ fx)=x-5x* +7x-3
1 3 X 4
4 Burada x =1 iki kath koktir.
_2 L
_3 L
f(x)
2 f(x) = (x-3) (x-1) (x-1) (x-1)
. ti¢ katli kdk
fx)=x'-6x+12x*-10x+3
Y
1w x % Burada x=1 3Xkath koktiir.
-1
f(x) 3
f(x) = (x-3) (x-1) ( x-1) (x-1) (x-1)
2 dort kath kok
1} fx)=x" -7x*+18x°-22x*+13x-3
1 2 X 4 Burada x=1 4 katlh koktiir.
_1 L
_2 L
_3 L

16




u(x)= 10X
f'(x)
Bu durumda f(x) yerine u(x) fonksiyonunun kokleri arastirilir. Ornek olarak Newton-
Raphson yontemi uygulanirsa asagidaki denklem elde edilir.

fonksiyonu ile f(x) fonksiyonunun kdokleri aynidir.

u(x;)
i = X T
u (x)
, . f(x) . . . . e
Bu denklemde wu'(x) yerine u(x)= (%) ifadesinin x ‘e gore tiirevi alinip konursa
X
, f'(x) f'(x)-f(x) f"(x
u'(x) = (x) (') (2) (x)
[F'e)]
SN (V1 (S

el -t 1)

katli kokler i¢in yeniden diizenlenmis Newton —Raphson yonteminin yaklasim denklemi elde
edilir.

Ornek 3.7.1

fix)=x*-2x+1

f(x) = (x-1) (x-1) (x=1 ikikath koktiir. )

Standart Newton-Raphson yontemi ile ¢oziim

i1 = i_@ ) f'(x) =2x—-2
f'(x;)
xi2 -2x; +1
Xim =X ——
2x, -2
X Xit1 | &a| %0

0 0,5 100
0,5 0,75 33,33
0,75 0,875 14,29
0,875 0,9375 6,67
0,9375 0,96875 3,226
0,96875 0,984375 1,587
0,984375 0,9921875

0,7874
0,9921875 0,99609375

0,3922
0,99609375 0,998046870¢

0,1957
0,9980468704  0,999023435]

0,0978
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Ornek 3.7.2

f(x) = (x-3) (x-1) (x-1)

fx)=x’-5x"+7x-3

Standart Newton-Raphson yontemi ile ¢ozlim igin
f'(x)=3x*-10x+7 , f"(x)=6x-10

esitliklerini [3.1.5. (1) ]denkleminde yerine yazarsak

xi3 —5xi2 +7x; -3
3x,” —10x, + 7

denklemini elde ederiz. Bu denklemi kullanarak asagidaki tabloyu diizenleyebiliriz.

Xi Xl [eal, %A
0 0,428571428( 100
0,428571428( 0,685714285 37,5
0,685714285] 0,832865400 17,668
0,832865400] 0,913329893] 8,81
0,913329893] 0,955783292 4,441
0,955783292¢ 0,977655101] 2,237
0,977655101] 0,9887661674 1,123
0,9887661674 0,994367440] 0,563
0,994367440] 0,997179770 0,282
0,997179770] 0,998588891 0,141
0,998588891 0,999294194 0,070

Gelistirilmis Newton-Raphson yontemi i¢in elde edilen

(x;° —5%," +7x, - 3) 3x,” —10x, +7)
(3x,” —10x, +7)* (x,° - 5x,” + 7x, — 3) (6x, —10)

i1 = X

esitligini kullanarak asagidaki tablo olusturulur.

Xi Xi+1 | €a ], %
0 1,105263158 100
1,105263158 1,003081664
10,1868
1,003081664 1,000002393 0,308
1,000002393 1,000002393 0
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4 LINEER DENKLEM SISTEMININ COZUMU

Onceki béliimde tek bir  f(x) =0 denklemini saglayan x degerlerinin bulunusu anlatildi.
Simdi ise

f(X,,X,5X;55000,X,) =0 (i=12,3,..,n)

seklinde n adet denklemi aymi anda saglayan x,,X,,X;,...,X, degerleri arastirilacaktir.
Egerbu f,(x,,X,,X;,..,X,) =0 denklemleri asagidaki gibi olursa bu denklem sistemine
lineer denklem sistemi denir.

a1 Xy TapXo tap X+ -, Taip Xy = G
X tap Xy tapnX; +- - -, tapX, = C
B X tap Xy tax Xyt - -, ta Xy = C3
An1 X1 FaApXo taps X3+ - -, Ay Xp=Cp

Burada a; | ¢; sabitlerdir.
Lineer denklem sisteminin matris gosterilimi
[A] {x}={C} seklindedir.
Buradan ¢0ziim matrisi
{(x}=[A]"{C}

seklinde yazilir. Bu matrisler asagidaki gibi acik sekilde yazilabilir.

a,;, A, ag a, X ¢
Ay Ay Ay A5 X, ¢,
A3 A3 Ay a3, X; C;

nl n2 n3 D nn n n
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Lineer denklem sisteminin ¢oziimiinde asagidaki metodlar uygulanir.
1.Grafik metodu.

2.Determinantlar ve Cramer kurali.

3. Bilinmiyenlerin eliminasyonu (yok edilmesi)

4. Gauss Eliminasyon metodu

5. Ters matris metodu (Gauss — Jordan yontemi).

6. Iterasyon yontemi (Gauss — Seidel yontemi )

7. Alt Uist liggen matrislere ayirma metodu.

8. Karekok metodu ( Cholesky yontemi , simetrik bant matrisler i¢in).

4.1 GRAFiK METODU

Bu yontem ikiden fazla bilinmiyen i¢eren denklem sistemlerine uygulanamaz. Fakat ¢6zliimiin
geometri yardimi ile yorumu yapilabilir.

Ornek 4.1.1
X28 3X;+2X, =18
3X1+2X2:18
- X1+2X2:2 6
Cézim, X;=4 ., X,=3

4

X Xy +2X,=2
X, 1 2 3 4 5 6

Xi
4,
X"

3,

{(1/2) X; +X,=1 3l (12) X, +X, =1

Xy +2X,=2
L «(1/2) Xi+ X, =1/2 /
1 2 3 4 5 6 1 1 2 3 4 5 6
X] Xl
4
X2
. 235 X1 +Xa=1,1
2
/ -(1/2) X] +X2 =1
) 1 2 3 4 5 6

X
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4.2 DETERMINANTLAR VE CRAMER KURALI
Bu yontem 3 den fazla bilinmiyenli denklem sistemleri i¢in kullanislt degildir.
Ug Bilinmiyenli denklem sistemi igin bu yéntemi asagidaki gibi uygulanr.
a, X, +a,Xx,+a;x,=c¢,
a, X, +a,X,+2a,,X; =¢,

A3 X, +a5,X, +a,;X; =C;

€, a, A a,;, € ag; a,, a, ¢
C, ay Ay Ay € Ay Ay ap €
C; a3 Ay A3 €3 Ay a3, a3 €3
Xl = , XZ = s X3 =
D D D
Ornek 4.2.1

0,3x, +0,52x, +x, = 0,01
0,5x, + x, +1,9x, = 0,67
0,1x, + 0,3x, + 0,5x, = -0,44

-0,01 052 1
0,67 1 19
03 052 1 044 03 05 0,03278
D=05 1 1,9 =-0,0022 X, = — e = —14,
D —0,0022
0,1 03 05
0,3 —0,01 1 0,3 052 -0,01
0,5 0,67 19 0,5 1 0,67
0,1 -044 05 o, 01 03 -04d4 o,
\, = _ 00649 o . = _ 200435 _ o
D —0,0022 D —0,0022
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4.3 BILINMIYENLERIN ELIMINASYONU (yok edilmesi) YONTEMI
Bu yontemi iki bilinmiyenli lineer denklem sistemleri tizerinde gosterelim.
D a;x,+a,x,=c¢,

(2) a,x, +ayx,=c,

(1) denklemi a,, ,(2) denklemi —a,, ile g¢arpilip toplanirsa x, yok edilmis olur.

a, *(1)—a,; (2)
a, *(1) = a,a,X, +a,a,;x, =a,;c,

—a, * (2) = —aja, X, —a,2,X, =a,C,

+

ay*()—-a,;(2) = (a2, —aay)X, =a,c, —a,cC,

a,Cc. —a, .C
X, = 2141 1“2
A5, — A4y,

Bu x, degeri (1) denkleminde yerine yerlestirilirse

2,,C; —a2,2;,X,

X, =
a4y,
Ornek 4.3.1
3x, +2x, =18
-X,+2x, =2
_-118)-3(2) _, o o108 - (1203)
27T _1(2)-3(2) ’ ' -1(3)
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4.4 GAUSS ELIMINASYONU METODU

Bilinmiyenlerin eliminasyonu yonteminin sistematik hale getirilmis seklidir.Bu yontem lineer
denklem sistemlerine asagidaki sekilde uygulanir.

(1) agX,+apx, +ax;+ - - -+, X, =¢

(2) aX;+a,X;, +azx;+ - - - 42, X, =C,
(3) ;X FagsX, +agX;+ - - -+, X, =6
(n) anlxl + anZXZ + an3X3 + : ' ' + anan = cn

[k 6nce (1) denklemi disindaki biitiin denklemlerde x, yok edilir. Bunun igin (1) digindaki
biitiin denklemlere asagidaki islem uygulanir.

()-21%(1)  i=23,..n
a11

Bu islem uygulandiktan sonra denklem sistemi asagidaki duruma gelir.

(1) ag X, +apx, +ax;+ - - -+, X, =¢
’ ’ ' ’ o
(2 ) aypx,+ayx;+ - - - +2a,X,=¢C,
’ ’ ' ’ o
(3 ) ApX; tagX;+ - - - +ayX, =0
’ ! ’ ! ’
(n ) anZXZ + an3X3 + - - -+ anan - cn

Benzer sekilde ikinci denklemden itibaren sonraki denklemlerde siraile x, ,X; ,...,X

n

bilinmiyenleride yok edilirse asagidaki denklem sistemi elde edilir.

(1) agx,tapx;, +agXx;+ - - - +a,X, =¢,
’ ’ ! ’ ’
(2 ) aApX; tagX;+ - - - +2,X, =C,
n n n n
(3 ) apX;+ - - Ay X, =C
(n-1) (n-1) _ (-1
(n ) ann Xn = cn

Bu sistemde x, bilinmiyeninden baslayarak geriye dogru yerine koyma islemi ile biitiin
bilinmiyenler asagidaki formiiller ile hesaplanir .
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c(n—l)

n

X =
n (n-1)
ann
n
(i-1) (i-1)
e - 2y,
j=i+1 .
X, = L i=n-1,n-2,...,1
(i-1)
aii
Ornek 4.4.1

(1) 3x,-0,x, —0,2x, = 7,85
(2)  0x,+7x,-03x; =—193
(3)  03x,-0,2x, +10x, =714

0.1 0,3
~x(1) ve ((B3)—-=
3 D (3) 3

(1)  3x,-0,x,-02x, =785

Bu denklem sistemine (2)— *x(1)  islemleri yapilirsa

(1) 3x, - 0 x, - 02 x, = 7,85
2)  (0,1- 03’1 £3)x, +[7 - 03’1 *(=0,))]x, +[-0,3— 0; *(=0,2)]x, =—19,3— 0; 7,85
3 (03- 0?:3 +3)x, —[0,2 - 0;3 *(=0,))]x, +[10- 0;3 *(=0,2)]x, = 71,4 — 0?:3 7,85
M 3x, - 0lx, —  02x, =785
(2') 7,00333x, — 0,293333x, = —19,5617
(3 ~0,19x, +  10,02x, = 70,6150

(~0,19)

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemde son satira (3") — *(2") islemi yapilirsa

7,0033

M  3x, - 0lx, —  02x, =785
2 7,00333x, —0,293333x, = —19,5617
3" 10,012x, = 70,0843

Bu son elde edilen sistemden bilinmiyenler son denklemden ilk denkleme dogru yerine koyma
ile elde edilir.
70,0843

10,0120
denklemine gidilip oradan x, hesaplanir
7,00333 x, —0,293333 (7,00003) = 19,5617

Son (3") denkleminden x, =7,00003 bulunur. Bu x, degeriile (2')

X, =-2,5
24



Bulunan bu x, ve x, degerlerini (1) denkleminde yerine yerlestirerek x, bilinmiyenide
¢Oziliir.

3x, = 0,1 (- 2,5)-0,2(7,00003) = 7,85 X, =3

Ornek 4.4.2
(x1:3 , X,==-1, x;=5, x4:2)

4x, -2x, —x; +3x, =15
3, + X, —2x;+x,=0
2x, +3x, +5x; —x, =26
X, —X, +3x;+4x, =27

4 -2 -1 3|[x, 15
3001 -2 1 |[x, 0
2 3 5 —1(|x,| |26
1 -1 3 4 ]|x,] |27

4 -2 -1 3 15

4 -2 -1 3 15
3-244 1—3*(—2) —2—3*(—1) =243 0-341s
4 4 4 4 4
2244 3—3*(—2) 5—3*(—1) “1-243 26-2415
4 4 4 4 4
1-Lug —1—1*(—2) 3—1(—1) 4-Laz 27-Ligs
4 4 4 4 4 ]

4 -2 -1 3 15

0 25 -L25 -125 -11,25
0 4 55 =25 185
0 -05 325 325 2325
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4 -2 -1 3 15
0 2,5 ~1,25 ~1,25 ~11,25
4 4 4 4
0  4-—=%25 55-—x(-1,25)  —2,5-—=(-125) 18,5 - —*(~11,25)
2,5 2,5 2,5 2,5
0 —05- £05), 2,5 325- £05), (-1,25) 3,25 —(_L;S) *(—1,25) 23,25 _os), (-11,25)
4 -2 -1 3 15
0 25 -125 -125 -11,25
0 0 75 -05 365
0 0 3 3 21
4 -2 -1 3 15 ]
0 25 —1,25 ~1,25 ~11,25
0 0 7,5 - 0,5 3655
3 3 3
0 0 3-———x75 3-—%(-05) 21-——x(36,5)
i 7,5 7,5 : |

4 -2 -1 3 15

0 25 -125 -125 -1L25
0 0 75 =05 365
0 0 0 3,2 6,4

6,4
3.2x, =64 X, =— 5
4 W)
75%,-0.5+2=365 x, = 205+05+2
7,5
2,5x, —1,25%5-1,25%2=~11,25 x, = -11,25 265,25+2,5
4 -2en)-1esedeazls xR0

Elde edilen ¢6ziim degerlerinin saglanmasi

4 —2 —1 37037 [4%3+(=2)x(=1)+(=1)*5+3%2
301 -2 1||-1 3x3 4 1% (=1) 4 (=2)*5+1%2
2 03 5 1|l 57| 2#343%(=1)+5%5+(=1)2
1 -1 3 412 1%3 4+ (=1) % (1) + 3% 5+ 42

26

15
0

~ |26
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4.5 GAUSS-JOURDAN METODU

Bu yontemde [Al{x}={c} denklem sistemi her iki tarafi [A]" ile soldan garpilarak
[I]{x} =[A]" {c} Sistemine doniistiiriiliir.

Ornek 4.5.1

4x, —2x, —x; +3x, =15
3, + X, —2x;+x, =0
2x, +3x, +5x; —x, =26
X, —X, +3x;+4x, =27

4 -2 -1 37[x,] [15

2 3 5 -1 26
I -1 3 4 27

474 -2/4 —1/4 3/4 15/4

31 -2 1 0

2 3 5 -1 26

1 -1 3 4 27
1 ~0,5 ~0,25 0,75 3,75

3-3%1 1-3%(=0,5) -2-3%(-025) 1-3%0,75 0-3%3,75
2-2%1 3-2%(-0,5) 5-2%(-025) —1-2%(0,75) 26-2%3,75
1-1%1 —1-1%(=05) 3-1%(-0,25) 4-1%(0,75) 27-1%3,75

1 -05 -0,25 0,75 3,75
0 25 -125 -125 -1125
0 4 55 =25 185
0 -05 325 325 2325

1 —0,5+0,5%1 —025+05(-0,5) 0,75+0,5(-0,5) 3,75+0,5%(~4.5)
0 1 -0.,5 -0,5 ~4,5

0 4-4x] 55-4%(-0,5) —2,5-4%(-0,5) 185-4x(-4,5)
0 —0,5+0,5%1 325+05%(-0,5) 325+05(-0,5) 23,25+0,5(-4.5)
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S O o = oS o o = S O o =
S O = O S O = O o o = O

S o O =
S O = O

S O =
S = O

0 0

X, 0
X

[\S]

0
0

-05 05 15
-05 —-05 -45
75 -05 365
3 3 21
~0,5+0,5%1 0,5+0,5%(-0,06667)  1,5+0,5(4.86667)
~0,5+0,5%1 —0,5+0,5%(~0,06667) —4,5+0,5%4,86667
1 ~0,06667 4,86667
3-3%1 3-3(-0,06667) 21-3%4,86667
0 0,46665 39333
0 -05333 —2,0666
1 —0,06667 4,86667
0 32 6,4
0  0,46665—0,4665*%1  3,9333-0,4665 %2
0 —0,5333+0,533%1  —2,0666+ 0,533 %2
1 —0,06667+0,0667*1 4,86667 +0,0667 * 2
0 1 2
00 3
00 -1
10 5
01 2

0
0
X

[+

0

Bu elde edilen arttirilmis matris asagidaki arttirilmis matrise esit oldugundan

0 3

0 -1

0 5

X4

X, ==1, X =5, X, =2

¢oziim degerleri bulunmus olur.
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4.6 TERS MATRIS METODU

Ters matris yonteminde ayn1 katsayilar matrisine sahip lineer denklem sistemlerinde farkli Tkinci
taraf vektorleri i¢in ¢oziimler daha kolay elde edilir.

4.6.1 Gauss-Jordan yonteminin matrislerin tersinin bulunmasina uygulanisi
[Alix}={c} denklem sisteminin her iki tarafi [A]" ile carpilirsa
{x}=[A]"{c} elde edilir.

[A] matrisi ile asagidaki gibi n tane denklem sistemi elde edilir.

ay A ... A || Yo 1 ay A ... AR || Ya 0
a4y ap A || Y2 0 4y 8pn ... Ay || Y2
= 9 = b b
_anl an2 ann_ YIn 0 _anl anZ ann_ YZn 0
a;; ap A || Y 0
dy Ay Ao || Y2 0
_anl anZ ann_ yrm 1

Bu n tane sistem

_a“ a, ... am"y11 Yoy e ynl_ (1 0 ... 0]
ay, Ay ... Ay Yy Y -+ Ym 01 ... 0
a, a, ... ay vy, Yum - Ym] |0 O ... 1]

Il
—
>
—
L

[AllY]=[1] - [¥]

seklinde gosterilebilir. Buradan yazilacak [A I] arttirtlmis matrisi [I K] (yani
[1][Y]=[K] —=[Y]=[K] ) matrisine doniistiiriiliirse [K]=[A]" elde edilir.

Ciinkii [A]Y]=[1] olduguna gére [I][Y]=[K] olur . Ayrica [Y]=[A]" ve birim matrisle
bir matrisin carpimi kendisine esit oldugundan [I][Y]=[Y] dur.

buradan [Y]=[K] ve sonug olarak [K]=[A]" bulunur.
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a;  ap Ay ap, 0
)1 ayp Aap as, 1
a3 a3 Aay as, 0
_anl an2 an3 e ann
i 0 0 k11 k12 k13
0 k21 k22 k23
0 O k31 k32 k33
0 0 0 . 1 k., k., ki
Ornek 4.6.1.1
3x, -0,1x, -0,2x, =7,85
0,lx, +7x, —0,3x; =-19,3
0,3x, —0,2x, +10x, =71,4
3x, -0,1x, -0,2x; =20
0,Ix, +7x, —0,3x, =50
0,3x, - 0,2x, +10x, =15
denklem sistemlerini ¢0ziiniiz.
3 -01 =02
[A]=|01 7 -03
03 -0,2 10
3 -01 -0,2 1 00
0,1 7 -03 01 0
03 -0,2 10 0 0 1

- o O
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3/3 -0,1/3 -0,2/3 1/3 0 0
0,1 7 -03 0 1 0
103 -02 10 0 0 1

(1 -0,0333333 -0,0666667 0333333 0 0
0,1 7 -03 0 1 0
10,3 -0,2 10 0 0 1
C ~0,0333333 ~0,0666667 0,333333 00
0,-0J1%1  7-0,1%(=0,0333333)  —0,3-0,1*(~0,0666667)  0-0,1%0,333333 1 0
103-03*1 —0,2-0,3*(-0,0333333)  10-0,3(- 0,0666667) 0-0,3%0,333333 0 1

—-0,0333333 -0,0666667 0,333333 0 O
0 7,00333 —-0,293333 —-0,0333333 1 0
0 -0,190000 10,0200 -0,1 0 1

—-0,0333333 —-0,0666667 0,333333 0 0
0 7,00333/7,00333 -0,293333/7,00333 —-0,0333333/7,00333 1/7,00333 0
0 -0,190000 10,0200 -0,1 0 1

—-0,0333333 -0,0666667 0,333333 0 0
0 1 —-0,0417061 —-0,00473933 0,142180 0
0 -0,190000 10,0200 -0, 0 1

-0,033+0,033*1 -0,067+0,033* (— 0,0417) 0,333 +0,033 0,033*%0,142 0
0 1 —-0,041706 —-0,0047393 0,142180 O
0 -019+0,19%*1 10,02+ 0,19* (— 0,0417) -0,1+0,19%(-0,0047) 0,19%0,142 1

0 -0,068057 0,333175  0,004739329 0
0 1 -0,0417061 -0,00473933  0,142180 O
0 0 10,0121 —0,10090 0,0270142 1

0 —0,068057 0,333175 0,004739329 0
0 1 —-0,0417061 —-0,00473933 0,142180 0
0 0 10,0121/10,0121 -0,10090/10,0121 0,0270142/10,0121 1/10,0121

0 -0,068057 0,333175 0,004739329 0
1 -0,0417061 —-0,00473933  0,142180 0
0 1 —-0,0100778  0,0026981  0,0998791
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0 —0,068+0,068 0,333+ 0,068 *(-0,01) 0,0047 + 0,068 *0,0027 0,068*0,1
0 1 -0,0417+0,0417 —0,0047 40,0417 * (— 0,01) 0,142 +0,0417*0,0027 0,417*0,1
0 0 1 —-0,01008 0,0027 0,099879
1 0 0 0,332489  0,00492297 0,00679813
010 —-0,0051644  0,142293  0,00418346
0 0 1 -0,0100779 0,00269816 0,0998801

0332489  0,00492297 0,00679813
[A]=]|-0,0051644 0142293  0,00418346
—0,0100779  0,00269816  0,0998801

Boylece katsayilar matrisi [A] olan Biitiin sistemlerin ¢6ziimii:

denklemi ile elde edilir.

flk sistemin ¢oziimii:

X, 0,332489  0,00492297 0,00679813 7,85 3,0004118
X, r=|-0,0051644 0,142293  0,00418346 | {—19,3,= <—2,488016
X, —-0,0100779 0,00269816  0,0998801 71,4 7,0002531

ikinci sistemin ¢ozimii:

X, 0,332489  0,00492297 0,00679813 | |20 6,9979
X, r=|-0,0051644  0,142293  0,00418346 | {50,= 17,07411
X, —-0,0100779 0,00269816  0,0998801 15 1,43955
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Ornek 4.6.1.2

4 -2 -1 3 15
31 -2 1 0
A = =
A=y 5 5 o= 56
1 -1 3 4 27

4 -2 -1 3 1.0 0 0

31 -2 1 0100

23 5 -10010
1 -1 3 4 00 01
[ -0.,5 -0,25 0,75 025 0 0 0

3-3(1) 1-3(-0,5) -2-3(-025) 1-3(0,75) 0-3(0,25) 1 0 0

2-2(1) 3-2(-05) 5-2(-025) -1-2(0,75) 0-2(0,25) 0 1 0
1-1(1) -1-1(-05) 3-1(-0,25) 4-1(0,75) 0-1(0,25) 0 0 1

1 -05 -025 0,75 025 0 0 0

0 25 -125 —-125 -0,75 1 0 0

0 4 55 -25 -05 010
0 -05 325 325 -025 0 0 1

1 —0,5+0,5(1) —0,25+0,5(-0,5) 0,75+0,5(-0,5) 0,25+0,5-03) 0+0,5(0,4) 0 0
0 1 -0,5 -0,5 -0,3 0,4 0 0
0 4-4() 55-4(-0,5)  -25-4(-05) -05-4(-03) 0 10
0 -0,5+0,5(1) 3,25+0,5-0,5) 3,25+0,5(-0,5) -0,25+0,5(-03) 0+0,50,4) 0 1
1 0 -05 05 01 02 00

01 -05 -05 -03 04 0 0

00 75 -05 07 -16 1 0
00 3 3 -04 02 0 1

1 0 -05+0,5 0,55+0,5(-0,0667) 0,1+0,5%0,0933 0,2+0,5(-0,213) 0,5%0,133 0
0 1 -05+0,5 —0,5+0,5(-0,0667) —03+0,5%0,933 0,4+0,5(-0,213) 0,5%0,133 0
0 0 1 ~0,0667 0,933 -0,213 0,133 0
0 0 3-3*1 3-3(-0,0667)  —-0,4-3%0,0933 0,2-3(-0,213) 0-3%0,133 1
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S O = O S O = O

oS O = O

0,4667  0,1466

0 0,0933  0,0666
0 -0533 -0,2533
1

0

0

0,2933  0,0666 0
-0,0667  0,0933 0
3,2 -0,68 1

-0,2133 0,1333

0,84 -0,4

-0,533 —-0,253
-0,067 0,093
1 -0,2125

0,293
-0,213
0,2625

S = O O

0,2458 -0,0292 0,125
-0,3666 0,43335 0

0,0788 —-0,1958 0,125
-0,2125 0,2625 -0,125

—-0,1458
0,1666
0,0208
0,3125

S = O O
- o O O

0,2458 -0,0292 0,125
-0,3666 0,43335 0

0,0788 —-0,1958 0,125
-0,2125 0,2625 -0,125

—-0,1458
0,1666
0,0208
0,3125

0,2458 -0,0292 0,125
-0,3666 0,43335 0

0,0788 —-0,1958 0,125
-0,2125 0,2625 -0,125

—-0,1458 | [15
0,1666 0
0,0208 | |26
0,3125 | |27

0,2458*15-0,0292*0+0,125*26 —0,1458 * 27

-0,3666*15+0,43335*0+0*26+0,1666*27

0,0788*15-0,1958*0+0,125*26 + 0,0208 * 27
-0,2125*15+0,2625*0-0,125*%26*0,3125*27

34

0,47-0,47 0,146-0,47(0,21) 0,093-0,47(0,26) 0,06 —0,47(-0,12)

0,47%0,31

0,06 +0,53(-0,12)  0,53*0,31

0,13+0,067(-0,12) 0,067*0,31
~0,125 0,3125

3
-1
5



4.7 LINEER DENKLEM SiSTEMININ ALT UST UCGEN MATRISLERE
AYIRMA METODU iLE COZUMU:

[aAllxp={c} . [alix}-{ci={0}

[u]ix}={p} . [U]{x}-{D}={o}

[L] {[U]{x}-{p} }=[a]{x}-{c}

[L][U]=[A] (Burada [L] altiiggen matris, [U] ise iist iiggen matristir.
[L]{p}={C} Busondenklemden {D} coziiliip.

[U]{x}={D} denkleminde yerine konup {x} bilinmeyen vektorii bu denklemden
hesaplanr.,

4.7.1 Gauss eliminasyon yontemi ile alt iist licgen matrislere ayirma islemi

a11 a12 a13 ¢ e aln
a21 a22 aZ3 ¢ aZn
a a a P |
31 32 33 3
[A] = '
_an] an2 a|13 ann_
1 0 0 a11 a12 a13 aln
’ ’ '
f21 1 0 22 23 2n
f, f 1 0 0 a’ a’,
31 32 ¢ 33 A 3n
[L]=|. . [ul=
f, f, f 1 0 0 0 a(n!
L "nl n2 n3 A _ L o o . m

Ay A A3 A
’ ’ ’
faay, fha, +a, fha; +ay, f,a, +a,
’ ’ 14 ’ 14
fya, fa,+f,a, fha; +15a), +aj, fa,, +1,a;, +a3,
’ ’ " ’ ” (n-2) (n-1)
_fnlall fnlall + fnzazz fn1313 + fnzazs + fnsasa fnlaln + fn2a2n + fnsasn +--t fn(n—l)a(n—l)n +a,, |
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a
_ _ay
fa, =a, = f,=

fyay =2, = f,=—
Bu durumu diger biitiin  f;, ler i¢in genellestirirsek

a, . .
fa =a, = f,=-1 Burada i=23,.,n dir.
i1“11 il il a

11

elde ederiz.

’ !
fya, +fyay, =a,, = f,= (332 _fslalz)/azz = f;,=(a; -

’ !
f412'12 +f42a22 =a, = f42 = (342 _f41312)/azz = f42 = (“142 -

Bu islemler f,, icin genellestirilebilir.

a
31 '
a;,)/a,
1

a
41 ]
a;,)/ay,

11

a.
= = ! = i '
fia, +f,a, =a, = f,= (aiz _filalz)/azz = f,=(a;,- a;,)/ay,

1
Burada i=34,...,n dir.
’ n ! [/
faa, +f,ay +f,a, =a, = f,=(a,,—f,a,;—f,a,;) a;
Bu esitlik genellestirilirse
' "o _ ’ "
foa, +f,ay; +fa, =a, = f,;=(a; —f,a,-f,a;)/ay
Burada i=4,5,..,n dir.
Benzer sekilde devam edilirse sonunda
Ay ap A3 A
’ ’ ’
faa;, fha, +a, fha; +ay, f,a, +a,
’ ’ 14 ’ 14
fya, fa,+f,a, fha; +15a) +aj, fa,, +1,a;, +a3,
’ ’ " ’ ” (n-2)
_fnlall fnlall + fnzazz fn]a13 + fnzazs + fnsass fnlaln + fn2a2n + fn3a3n +--t fn(n—l)a(n—l)n

matrisi elde edilir.
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Ornek 4.7.1.1

4 -2 -1 3 15
301 -2 1 0
[A]= 2 3 5 —1 €)= 26
1 -1 3 4 27
[A]=[L][U]
1 0 0 4 -2 -1 3
el ey
31 32 [} — Uy
f, f, f, 1 0 0 o0 32
3
fid=a, = f,=7=075

2
f,4=2a, = f, =Z=0’5

1
fud=a, = f,=,=025

f3(=2)+f,2,5=2a;, = f,=[3-0,5(-2)I/2,5 = f;,=16

f,(-2)+f,25=a, = f,=[-1-0,25-2)]/25 = f,,=-0,2
fa(-1)+1,(-1,25)+1,7.5=2, = f,=(3+025-02%125)/75 = f, =04

1 0 0 0
075 1 0 0
[L]=
05 1,6 1 0
0,25 —0,2 04 1
1 0 0 0](a,) (15
075 1 0 0]|d 0
[L]{p}={c}, =
05 1,6 1 o0|l|d,{ |26
0,25 —-02 04 1]|(d,] [27
d, =15

0,75d, +d, =0 = d,=-0,75*15 = d,=-11,25
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0,5d, +1,6d, +d, =26 = d,=26-0,5*15-1,6%(-11,25) = d, = 36,5
0,25d, - 0,2d, +04d, +d, =27 = d,=-025%15-0,2*11,25-0,4*36,5+27 = d, = 6,4

[u]ix}={p}

4 -2 -1 3 X, 15 X, 3
0 25 125 -125| |x,| _ |-11,25 _ x| )
0 0 75 -05] |x, 36,5 X, 5
0 0 0 32 | |x, 6,4 X, 2

4.7.2 Crout Bilesenlere ayirma yontemi : (Crout decomposition)

n=4 lizerinde gosterilisi :

l, 0 0 0 1 u, u,; u, a,, a, a; ay

I, 1, 0 0 0 1 wuy uy, _ |3 3n A3 Ay

Iy 1 1y O 0 0 1 u, a3 A3 A3 Ay,

Iy 1y i 1] 0 0 0 1 A, A, A, ay
I, =a,,, I, =a,, I, =a,, , l, =a,

l,u, =a,, l,u, =a,; lyu, =a,
a a a
_ Ay _ Ay Ay,
u, = | U, | u, = |
11 1 1

a
u,=— , j=23,...,n

lyu, +1,, =a, lyu,, +1;, =a,, lyu, +1, =2,
lyu, +1, =a, = I, =a, - lju, , i=23,-,n

lyu; +1lu,=a,, = u, =(a,; —lyu,)/l,
lyuy +lyu,,=2a,, = u,, =(,-lyu,)/l,

lyuy +lpuy,=a,, = uy, =(a,;—lyu)/l, , j=34,--,n
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li; =a,; —lyju,; —l,u,, , i=34,-,n
us; =(a3j—|31u1j—l32u2j)/l33 , j=45,--,n
L, =a, —lu, —lu,, —luy,, , i=45,-,n

Crout alt iist iiggen matrislere ayirma yonteminin herhangi bir n sayisi icin formiilleri:

l,=a,, , i=12,...,n
a

u,=— , j=23,...,n

i=23,--,n—1 igin

j-1
li=a,-> lgu, , i=jj+Lj+2,...,n
k=1

j-1

ajk_zljiuik
ukj= i=] ’ k=j+19j+29"'9n
i
n-1
Inn = ann - Inkukn
k=1
Ornek 4.7.2.1
l, 0 0 0 1 u, u; u, 4 -2 -1 3
L, 1, 0 0 0 1 wuy w,| |3 1 -2 1
l;, 1, 1y O 0 0 1 u,, 2 3 5 -1
L, 1, g 1, 0 0 0 1 1 -1 3 4
||1=anl , 1=1,2,34
I, =a,,=4, l,,=2a,=3, Il;=a;,=2, I, =2, =1
ay; .
uu:l_ ’ J=293a4
1
“12_ai=__ = u,=-05 “13_a]3—__ = u, =-0,25
I, Iy
_ s _ _
u,=—=— = u,=075
I,
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i=2,3 i¢in

j—1
ly=a, - > lyu, , i=jj+14
k=1

j-1

Ay — Z'ja“ik

_ i=1
ukj = |
i

3
I, =2, _z|4kuk4
k=1

j=2ve i=3i¢in
j=2ve i=3i¢in

j=2ve i=4icin

j=3ve i=3i¢in
j=3ve i=4i¢in
j=2ve k=3icin

j=2ve k=4icin
j=3ve k=4icin

uy =(a; —lyu, -

son olarak

Ly =a,, —lgu, —lou,, =1 u;,

bulunur.
4 -2 -1 3
3 1 -2 1
2 3 5 -1
1 -1 3 4

, k=j+14

l,, =a, —l,u, =1-3(-0,5)
l, =a,, —l,u,, =3-2(-0,5)
|42 = a42 - |41u]2 = _1_1(— 0,5) = |42 =

=
= |32 =
-0,5

Ly =2y, — lyuy, —lyu, =5-2(=0,25)-4(-0,5) = 1,,=75
Ly =2, = lyuy —lpuy =3-1(- 0’25)_ (- 0’5)(_ 0,5) = ;=3
Uy, =(ay, —lyus)/l, =[(-2-3(-0,25)]/25 = wu, =-0,5

u,, =(a,, —l,u,)/l,, =[1-3(0,75)]/2,5 = wu,, =-05

Lu,)/ 1, =[-1-2(0,75)— 4(=0,5)]/7,5 = u,, = —0,06667

=3-1(0,75)- (- 0,5X- 0,5)- 3(0,06667) = 1, =3,2

4 0 0 0 1 -05 -025 0,75

3 25 0 0 0 1 -0,5 -0,5

2 4 75 0 0 0 1 —-0,6667
1 -05 3 32| (0 O 0 1

Bu elde edilen alt ve iist liggen matrislerin denklem sisteminin ¢dziimiine uygulanisi

4 -2 -1 37(x 15
301 -2 1||x,| |0
2 5 —1]|x, 26

27
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4 0 0 07/ d 15
3 25 0 0/|d,| |o
2 4 75 o0|ld,[ |26
1 -05 3 3;2]|d, 27

4d, =15 d,=15/4 = d, =3,75
3d,+2,5d,=0 d,=-3%3,75/25 = d,=-4,5
2d,+4d,+7,5d, =26 d, =[26-2%3,75-4%(—4,5)]/7,5 = d, =4,86667

d,—0,5d,+3d,+3,2d, =27 d,=(27-3,75-0,5%4,5-3%4,86667)/3,2 = d, =2

1 -05 -0,25 0,75 X, 3,75

0 1 -0,5 -0,5 X, | -4,5

0 0 1 —-0,6667 | |x, - 4,86667

0 0 0 1 X, 2
X, =
x, —0,06667 * x, = 4,86667 X, =4,86667 + 0,06667*2 = x,=5
x, - 0,5x, - 0,5x, = —4,5 x,=-45+0,5*5+0,5*2 = x,=-1

x, —0,5x, —0,25x, +0,75x, = 3,75 x, =3,75+0,5%(=1)+0,25¥5-0,75%2 = x, =3
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4.8 KAREKOK METODU ( Cholesky yéntemi) :

Bu yontem simetrik ve pozitif tanumli katsayilar matrisi i¢in uygulanir. Ozellikle bu

durumdaki bant matrislerde uygulanir.

[A] pozitif tanimli olmalidir.

- 3 € )

X, 0
X, 0

Yani biitiin { . p#4.7 vektorleriigin

X 0

Q= {X}T [A]{x} Q>0 olmahdir veya

a;,, ap,

, Ay;=la, a,

a3, Ay

hepsinin pozitif olmasi gerekir.

[a]=[L][V]
[a]" =[u]" [u]*
Simetrik matrislerde [A]= [A]T oldugundan

[A]=[L][L]" olur.

l, 0 0 0 [l Ly Iy
I21 |22 0 0 |22 |32
|31 |32 |33 0 0 0 |33
0 0 0
0 0
1y 1 lL.]l0 o

42

nl
Lz

los

nn

QD

11
a21

a31

nl

, A, =det[A]

a'21 a‘31
a'22

a'32 a33
a'nZ an3

ni

n2

n3

nn




a, .
I11|i1:ai1 = |i1:_I , 1=23,---,n

2 : _ 2
|21+|22—a22 = Izz— a,, — 1y

Ll +1pln =2, = 1, =@, =115/,

L+l =2, = 1, =@,-Lli)/1, , i=34,---,n

|321 + |322 + I.:s =a,; = l;=qa;- |321 - |322

|31|41+|32|42+|33|43 =5 = |43 =(a43_|31|41_|32|42)/|33

Ll + 1l + 1l =2 = Ly =@ =151, = 1,15) /15 i=4,---,n

k=12,---,n igin genel formiil:

k-1

_ 2

Ikk =% _Zlkj
=1

i-1
|ki=(aki—2|ij|kj ) VA PR i=1,2,--,k—1
j=1

Bu islemlerin sonucunda elde edilen [L] matrisi denklem sisteminin ¢oziimiinde asagidaki
esitlikler yardimiyla kullanilir.

[L] {D} = {C} denkleminden elde edilen {D} stitun matrisi

[L] T {X} = {D} denkleminde yerine konup {X} istenen ¢Oziim matrisi bulunur.

d

Inan:dn - anl_n

x =[d, =D 1x 1/, i=n-1n-2--1
j=i+l
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Ornek 4.8.1

4 3 2 1] [x 21
36 4 2| |x| |27

2 4 5 1| |x, 29

1 2 1 3] [x, 12

1, 0 0 PP PR T I8 4 3 21

L, 1, 0 l, 1y 1| |3 6 4 2

|31 |32 |33 0 |33 |43 2 451

_|41 |42 |43 I44 0 |44 213

I, =4 = |,=2

L, =3 = 1,,=15, I, =2 = |, =1, ld,=1 = I,=05

1241526 = l,=46-(1,5° = I, =19365
Ly +l,l, =4 = 1,=(4-15%1)/1,9365 = |, =1,291

Ll +l,l,=2 = 1,=(2-15%0,5)/1,9365 = |, =0,6455

12415415 =5 = |, =,5-1*—(1,291) = 1,=15275

Ly by + 1, %l + 1l =1 = 1, =(1—-1%0,5-1,291%0,6455)/1,5275 = |,, = —0,2182

I3+ +15+12, =3 = 1, = Js—o,s2 —0,6455% —(-0,2182)° = |, =1,5119

1

20 0 0 d, 21
1,5 19365 0 0 d,| |27
1 1,291 15275 0 d,[ |29
0,5 0,6455 —02182 15119| |d, 12

2d, =21 = d, =105
1,5d, +1,9365d, =27 = d,=(27-1,5%10,5)/1,9365 = d, =581

d, +1,291d, +1,5275d, =29 = d, =(29-10,5-1,291%5,81)/1,5275 = d, = 7,2
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0,5d, +0,6455d, —0,2182d,, +1,5119d, =12 d, = 3,02

2 15 1 0,5 X, 10,5
0 1,9365 1,291 0,6455 X, 5,81
0 0 1,527 -0,2182 X, - 7,2

0 0 0 1,5119 Xy 3,02

1,5119%, =3,02 = X, =2
1,5275x, —0,2182X, =7,2 = X, =(7,2+0,2182%2)/1,5275 = x,=5

1,9365x, +1,291x, +0,6455x, =581 = X, =(5,81-1,291*5-0,6455*2)/1,9365
X, =-1

2%, +1,5%, + X, +0,5%, =10,5 = X, =(10,5-1,5(-1)-5-0,5%2)/2 = X, =3
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4.9 iITERASYON YONTEMI (Gauss — Seidel yontemi ) :

a, X, +a, X, +a,;X; + +4a,,X, =C,
A, X, +a,, X, +a, X + +4a,,X,=C,
Ay X, +a;, X, +as Xy + +4a,,X, =C,
A Xy Fa, X, Fa X5 + - +a,X,=C,

Denklem sisteminde her i. denklemden X; leri ¢oziip asagidaki esitlikler elde edilir.

X, =(c1—a12x2—a13x3— an n)/all

X, :(Cz_aZIXI_a23X3_ a,, n)/a22

X3 =(Cs_a31X1_a32X2_ a;, n)/a33

X, = (Cn —a, X, —a,X, - - a‘n(n—l)Xn—l)/ann
€,il= 100%

Ornek 4.9.1

3x, -0,1x, -0,2x, = 7,85
0,1x, +7x, —0,3x, =-19,3
0,3x, —0,2x, +10x, =714

Denklem sisteminin iterasyon yontemi ile ¢6ziimii i¢in asagidaki denklemler kullanilir.

X, =(7,85+0,1x, +0,2X,)/3
X, =(-19,3-0,1x, +0,3X,)/7
X, =(71,4-0,3x, +0,2x,)/10

Bu denklemler yardimu ile asagidaki tablo olusturulur.

X, X, X, | €a1l> % |€2l, 9 €3], ?
2,61666666 0 0
2,616666660 -2,7945238 0
2,61666666  -2,7945238  7,005609524
2,99055650  -2,7945238  7,005609524 12,5
2,99055650 -2,4996246,  7,005609524 11,8
2,99055650  -2,4996246,  7,000290811 11,8

46




5 EGRIYE UYDURMA

)P

15+

s b B, @
Dogruya yaklastirma lineer regression Lineer interpolasyon

)’

35

25

Egrisel interpolasyon

5.1 YAKLASTIRMA (Regression) METODU

5.1.1 Dogruya yaklastirma (Lineer regression) yontemi:

Bu yontemde dogruya yaklasimdaki hatalarin karelerinin toplamini minumum yapacak dogru
denklemi arastirilir.
Hatay1 icerecek sekilde dogru denklemi:

y=a,+ax+E
seklindedir. Burada E hatay1 gosterir.
E=y-a,-ax

Hatalarin karelerinin toplama:
S, =2 El =3 (y,-a,-2x)
i=1 i=1
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seklinde yazilir. Bu elde edilen hatalarin karelerinin toplamini minumum yapacak a, ve a,
degeri bunlara gore alinacak tiirevleri sifira esitliyerek bulunur.

oS,
Oa,

oS,
oa,

=_22(yi_a0_alxi)=0 =_22(yi_ao_alxi)xi =0
i=1 i=1

n n n n

ZYi_Zao_ ax; =0 ZYixi_iaoXi_ia1Xiz=0
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1 i=1

n n
na, + ina1 = ZYi
in1 i=1
n n n
2 —
zxiaﬂ + zxial = zxiyi
in1 i=1 i=1

aniYi _ZXiZYi ZYi in
al — i=1n i=1ll i=1 30 — i=1 _al i=1
nz x; = ( Z X, )’ ! "
i=1 i=1
2 2.V
X = =t v — =l
n y n
S, ..
vx = Tahmini standart sapma :
n—2
St . —\2
S, = N Toplam standart sapma : Burada S, = Z:(yi -Y)
n- i=1
2 St B .
r-= tanim katsayisi :  r correlation katsayist:
t
Ornek 5.1.1.1
Asagidaki tablo degerlerini bir dogruya yaklastirin.
i Yi .-y’ Yi—3,—aX
1 0,5 8,5765 0,1687
2 2,5 0,8622 0,5625
3 2,0 2,0408 0,3473
4 4,0 0,3265 0,3265
5 3,5 0,0051 0,5896
6 6,0 6,6122 0,7972
7 5,5 4,2908 0,1993
Z 24 22,7143 2,9911
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Bu tablodaki verilerden ve asagidaki esitliklerden

N~

: 7
n=7, Y xy,=1195 , XX=140 , Yx, =28 __28_,

7
i=1 i=1 i=1 7

.

L 24
Yy =24, y= o= 3,428571429

i=1
elde edilen bu degerleri kullanarak dogru denklemi i¢in gerekli katsayilar hesaplanir.

_7%119,5-28% 24
' 7%140 - (28)°

a, = 0,839285714

a, = 3,428571429 - 0,839285714%4 = a, =0,07142857

ve dogru denklemi asagidaki gibi yazilir.

y = 0,07142857 + 0,839285714 x

Bu dogrunun grafigi ve tablo degerleri asagidaki sekilden izlenebilir.

6y °

2 4 6 X8

Sy = 1/ 227’71:3 =1,9457 ( Toplam standart sapma)
2.9911

Sy =4 I _ 0,7735 ( Standart tahmini hata)
7-2

S,/x <8, oldugundan bu drnek i¢in dogruya yaklastirma uygun bir segimdir.
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5.1.2 Polinoma yaklastirma metodu

y=a,+ax+a,x’+--+a x"+E
Burada E hata veya resiidii

2
E=y-a,-ax—-a)x" —--—a X

m

m

n
_ 2 m 2
Sr—Z(y—aO—alx—azx ——a_ x")
i=1

Bu hatalarin karelerinin toplam1 a,,a,,a,, --,a

m

asagidaki denklemler elde edilir.

0S 3
r— —a,—axX —ax ——ax")=0
aao ;( yl 0 17% 274 m )
S n
0 r :—22Xi(yi —a, —aX _azxiz_"'_amxim )=0
oa, il
S n
o, :—22Xi2(yi —3, —aX _azxiz_"'_amxim )=0
aaz i=1
S n
2ar Z—ZZXim(yi_ao—alxi—azxiz—-n—amxim )=0
m i1

Tiirev islemi sonunda bulunan bu denklemler sifira esitlenip tekrar diizenlenirse asagidaki
denklem sistemi elde edilir.

n n n n
2 m __
agn+a, Yy X, +a,» X +-ta, Y x=Yy,
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n
2 3 mil
aOin +alei +a22xi +---+aszi —inyi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n n n n n
2 3 4 m+2 _ 2
ao E Xi +a1 E Xi +32 E Xi +---+am E Xi = E XiYi
i=1 i=1 i=l i=1 i=l

n

n n n n
m m+1 m+2 2m __ m
ao E Xi +a1 E Xi +32 2 Xi +"'+am E Xi = E Xi Yi
i=1 i=l i=l i=l

i=1

Bu denklem sisteminden ag,a,,a,,---,a, c¢ozilir.

n
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S,k = S Standart tahmini hata.
n—(m+1)

r’ = 5, =5, korelasyon (iliski ,baglant1) katsayisi
t
St = (Yi _y)z
i=1
Ornek 5.1.2.1

Asagidaki tabloda bulunan x,, y, degerlerini 2.dereceden polinoma yaklastirin.

X Yi (y; -y’ (y; —a, —a,x; —azxf)
0 2,1 544,44 0,14332
1 7,7 314,47 1,00286
2 13,6 140,03 1,08158
3 27,2 3,12 0,80491
4 40,09 239,22 0,61951
5 61,1 1272,11 0,09439
Z 152,6 2513,39 3,74657

5 5
m=2, n=6, X=25, y=25433 , Y'x,=15 , >y =1526
i=l1

i=1

5 5 5
x; =225, D x/=979, D x;y; =5856 , ) xiy, =24888

i i=1 i=1 i=1

n n n
2 —
agn+a; Y X, +2,) X; =)y,
i=1 i=1 i=1
n n n n
2 3 _
2,0 X, +a, ) X[ +2,) X] =) Xy,
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
2 3 4 _ 2
a, ) X! +a, ) X; +a, ) X; =D X[y,
i=1 i=1 i=1 i=1

x; =55,

5
i=1

5
=1

Yukarida buldugumuz a, bilinmiyenlerinin katsayilarin1 bu denklem sisteminde yerine
konursa asagidaki denklem sistemi elde edilir.

6a, +15a, +55a, =152,6
15a, +55a, + 225a, = 585,6
S55a, + 225a, + 979a, = 2488,8
Bu denklem sisteminin ¢dziimiinden bulunan
a, =2,47857 , a, =2,35929 , a, =1,86071
degerleri ile asagida ¢izilen 2. derecen polinom yazilir.
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y = 2,47857 + 2,35929x + 1,86071x’

Yeo

Sk = 1/3’74657 =1,12 (Standart tahmini hata)
6-3

P 2513,39 - 3,74657
2513,39

(kararlilik katsay1st)

r = 0,99925 (Bu sonu¢ uyumun ¢ok iyi oldugunu gdsterir. )

5.1.3 iki degiskenli lineer bagintilarda tablo degerlerini lineer denkleme

cekmek
Burada dogru denklemi diizlem denklemi haline doniistir.

y=a,+aXx, +a,x,+E
E=y-a,-ax, —a)x,
hatasinin karelerinin toplami

n
_ 2
S, = Z(Yi —a, —2,X;; —2,X,;)
i=1

seklinde yazilir. Bu denklemin ayni sekilde a,, a,, a,
tiirevleri alinip sifira esitlenirse

0S n

L=-2 —a, —aX; —a,X,)=0
aao ;(yl aO 1M 2 2|)
0S n

: =_2lei(yi -8, —aX; —a,X;)=0
aal i=1
0

S n
- = _2ZX2i (Y —ay —aX; —a,%;) =0
aaz i=1

52

bilinmiyen katsayilarina gore



denklemleri elde edilir. Bu denklemler sifira esitlenip a katsayilarina gore diizenlenirse 3
bilinmiyenli 3 tane lineer denklem yazilir.

n n n
a0n+allei +aZZX2i = ZYi
i=1 i=1 i=1
n n n n
2 —
aolei + allei + aZZXIiXZi = leiyi
i=1 i=1 i=1 i=1

n n n n
2 _
aOZXZi + aIZXIiXZi + aZZXZi = ZXZiyi
i=1 i=1 i=1 i=1

Bu denklem sistemi agsagidaki gibi matris formunda yazilabilir.
n Z Xy Z Xoi a Z Yi
lei lezi leiXZi a0 = leiyi
ZXZi leixzi zxii a, ZXZiyi

5.1.4 Cok degiskenli lineer bagintilarda tablo degerlerini lineer denkleme
cekmek

y=a,+aXx, +a,x,+a,Xx;+---+a, x +E

denklemindeki E hatasinin karelerinin toplami ve tlirevleri yukaridaki gibi diizenlenirse
asagidaki matris formundaki denklem sistemini elde ederiz.

T g 3 e 3
n lei zxzi . mei a, ZYi
2
lei lei ZXIiXZi . leixmi a, leiyi
2
ZXZi ZXZiXIi ZXZi S ZXZiXmi a, ZXZiYi>

2
_zxmi zxmixli meiXZi S mei 1 (3m) \meiyi)

S, = S ( standart tahmini hata)
Y n—(m+1)
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Ornek 5.1.4.1

Asagidaki iki degiskenli tablo degerlerini iki degiskenli lineer denkleme uydurun.

X X2 y Xf X; XX, Xy X,y

0 0 5 0 0 0 0 0

2 1 10 4 1 2 20 10

2, 2 9 6,25 4 5 22,5 18

1 3 0 1 9 3 0 0

4 6 3 16 36 24 12 18

7 2 27 49 4 14 189 54
Z]@f 14 54 76,25 54 48 2435 100

n lei ZXZi ’ao ZYi
lei zxfi leixli 14 = leiyi
_zxﬁ leixli zxgi (22 ZXZiYi

6 16,5 14| (a, 54
16,5 76,25 48| qa, = {243,5
14 48 54| |a, 100
]éu denklem sisteminin ¢ézlimiinden
a, =5 , a, =4, a,=-3

elde edilen degerleri ile asagidaki denklem yazilir.
y =5+4x, - 3x,

Verilen tablo degerleri ile Bulunan diizlem denkleminin uyumu asagidaki grafik iizerinden
izlenebilir.
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5.2 INTERPOLASYON

5.2.1 Lineer interpolasyon (ara degeri bulma )

f(x) A

f(x,) f--------------

f(x) [-----------

f(x,) |/ : :
: ' ! S .
X X X,

f,(x) - f(x,) _ f(x,)—1(x,) f(x,)—1(x,)

) f,(x)=1(x,)+ (x—x,)
X—X, X, — X, X, — X,

Ornek 5.2.1.1
In1=0 In 6 =1,7917595 In 4 =1,3862944
In2=? (In2=0,69314718 )
I.Cozim: x,=1, x,=6

f,(2)=0+ 1,79167$ 2-1) = f£,(2)=035835190 , |[&[=483%
2.Cozim: x,=1, x,=4

1,3862944 - 0
f2Q)=0+—— (2-1) = f£,(2)=0,46209813 , |&[=333%

4-1

f(x)

In2
0,46209813
0,3583519

v
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5.2.2 Kuadratik interpolasyon

f,x)=b,+b,(x—x,)+b,(x—x,)(xX—-X,) (3.3.2.2.-1)
f,(x)=b, +b,x—b,x, +b,x* +b,x,x, —b,xx, —b,XX, (3.3.2.2.-2)
f,(x)=a, +a,x+a,x’ (3.3.2.2.-3)
a,=b,—bx, +b,x;x, (3.3.2.2.-4)
a, =b, —b,x, —b,x, (3.3.2.2.-5)
a,=b, (3.3.2.2.-6)

(3.3.2.2.-1) denkleminde x yerine x, yazilirsa
b, =f(x,) (3.3.2.2.-7)
elde edilir.

Bu bulunan (3.3.2.2.-7) esitligive x yerine x, degiskeni (3.3.2.2.-1) denkleminde yerine
yazilirsa

b, = 1) =F(%) (3.3.2.2.-8)

X =X,

denklemi bulunur. Bu (3.3.2.2.-8) ve (3.3.2.2.-7) denklemi (3.3.2.2.-1) de yerine konur ve
ayrica X yerine X, yazilirsa asagidaki denklem elde edilir.

f(x,)—-f(x,) _ f(x,)—1(x,)

b,=——2 %1 Y17 % (3.3.2.2.9)
X, — X,

Ornek 5.2.2.1
x,=1 f(x,)=0 , x,=4 f(x,)=13862944 , x,=6 f(x,)=1,7917595

f(2)= 2
1,3862944 —
b, =0 b, = 125029440 b, = 0,46209813
4-1
1,7917595-1,3862944 o0 o
b, = 6-4 = b, =-0,051873116

6-1
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f,(x) = 0+ 0,46209813(x — 1) — 0,051873116(x — 1)(x — 4)

f,(2) = 0,56584436 & =18,4%

5.3 Newton interpolasyon polinomunun genel formu
n. mertebeden polinom n+ 1 adet veri noktalar1 gerektirir.

f.(x)=b,+b,(x—x))+--+b, (X—x)(X—X,) (X=X, )
b, =1(x,)
b, =1[x,,x,]

b, =f[x,,X,,X,]

b, =f[x,,X,_;, X, X,]

Burada

f(x,)-f(x.

f[Xi9Xj]_f[Xj7Xk]

fIx,x,x, 1=
X; — X,

f[Xnaxn_l,""X1]_f[Xn_l’Xn_za""Xo]

f[Xn,Xn_],"',X],Xo] =
Xn _XO

fn(X) = f(xo)+(X_Xo)f[X1aX0]+(X_Xo)(x_x1)flxz9x1ax()]

+o (X=X (X=X ) (X=X [X X X ]

Ornek 5.3.1
X, =1 x, =4 X, =6 X; =5
f(x,)=In1=0 f(x,)=1n4=13862944 f(x,)=In6=17917595

f(x;)=1n5=1,6094379
3. dereceden polinom n=3

f5(x)=b, +b,(X=x,)+ b, (X =X )X =X,) + b3 (X =X )(X =X, )(X —X,)
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b, =f(x,)=In1 = b, =0

b, =f[x1,x0]=% = b, =0,46209813

flx, x| = 17917595 1,3862944 _ 13555
6—4

Flxs.x,] = 1,6094372—16,7917595 018232160
0,20273255 - 0,46209813

b, =1f[x,,x,,X,]=

b, =-0,051873116
6-1

0,18232160 —0,20273255
5-4

FX,,X,,X,]= = —0,020410950
—~0,020410950 — (~0,051873116)

b, =1f[x,,x,,X,,X,]= P

b, =0,0078655415

£,(x) = 0+0,46209813(x —1) — 0,051873116(x — 1)(x —4) + 0,0078655415(x — 1)(x — 4)(x — 6)
£,(2) = 0,62876869 £ =93%

5.4 interpolasyon polinomlarimin katsayilarimi bulmak icin diger bir yontem

f(x)=a,+a,x+a,x’ +---+a_ x"

Bu polinomdaki a,,a,,a,,:--,a n+1 tane katsaylyr bulmakicin n+1 tane veri

n

noktasi gerekir.

Ornek olarak n=2 igin 3 bilinmiyenli denklem elde edilir. Bu gereken veri noktalar1
[Xoaf(xo)] ) [X]’f(xl)] > [Xz’f(xz)]

seklindedir.Bunlar ~ f(x)=a, +a,x+a,x* denkleminde yerine ayri ayr1 konursa asagidaki
denklem sistemi elde edilir.

f(x,)=a,+a,x, +a,x,
f(x,)=a,+a,x, +a,x;
f(x,)=a,+a,x, +a,x;

Bu denklem sisteminden bilinmiyen a,,a, ,a, katsayilari bulunur.
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Ornek 5.4.1

In x x, =1 f(x,)=0, x, =4 f(x,)=138629 , x,=6 f(x,)=1,79176

0O=a,+a, +a,
1,38629 =a, +4a, +16a,
1,79176 = a, + 6a, + 36a,

Bu denklem sisteminin ¢6zliimiinden
a,=-0,669586 , a, =0,721458 , a, =-0,0518723

f(x) = -0,6696 + 0,72146 x — 0,0518723 x*

x=2 f(x) =0,5658 (In 2=0,69315)
f(x) In (x)
2 L
! f(x)
1 L
0.5 ¢
2 4 6 8 10
X

5.5 Lagrange interpolasyon formiilii

Newton interpolasyon formiiliiniin daha kullanisli hale getirilmis seklidir. Burada boliinmiis
farklarin hesabina gerek kalmaz.

f,() =2 L) f(x,)

noX—X,
Burada L;(x)= H !
j=0

j#i

Xi_xj

Birinci dereceden ( n =1 i¢in ) Lagrange interpolasyon polinomu :
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f,(x) = L,(x) f(x,) + L, (x) f(x,)

1 X —X;
LO(X)=H

j=0 XO_XJ

j=0

1 X —X;
LI(X)ZH

i=0 Xg —X;

j#1

X—X
f1(x)= :

Xog — X4

f(x,)+

X—X

L,(x)= :
Xy =Xy

X—X

L](X) = 2
1 — Xy

f(x,)
-X

fkinci dereceden n =2 i¢in Lagrange interpolasyon polinomu :

f,(x)=L,(x) f(xy)+L,(x) f(x,)+ L, (x) f(x,)

2 X—X,
Lo(X)=H :

j=0 Xo —X;

j=0

2 X—X.
L](X):H :

j=0 X1 —X;

j#1

2 x— j
Lz(X)=H
j=0 X5 —X;
j=2

X—X
f,(x)= !

% f(x,)+

X, —X; Xy — X,

X—X, X-—X,
L,(x)=
Xp =Xy Xy —X,

X—X, X—X,
L,(x)=
X, — X, X, — X,

X—X, X—X,

L,(x)=
X, =Xy X, =X,
X—X X—X X—X
0 XX gy 2N
X, =X, X; — X, X, — X, X, — X,

Ucgiincii dereceden n = 3 i¢in Lagrange interpolasyon polinomu :

f,(x) = L,(x) f(x,)+L,(x) f(x,) + L, (x) f(x,) + L;(x) f(x;)

3 X —X;
LO(X)=H

j=0 XO_XJ

j=0

3 x— ;
Ll(x)zl_[

i-0 X1 —X;

j#1

3 X —X;
Lz(X)=H

j=0 X5 —X;

j# 2

3 X —X;
L3(X)=H

j=0 X3 = X;

j=3

X—X, X—X, X—X,

L,(x)=
Xog =X X=X, Xy — X3
X—X X—X X—X
_ 0 2 3
L,(x)=
X=Xy Xy =X, Xy = X3
X—X X—X X—X
_ 0 1 3
L,(x)=
X, =Xy X, =X X, =Xy
X—X X—X X—X
_ 0 1 2
L,(x)=

X3 =Xy X3 —X; X37X,
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X—-X, X—X, X—X X—X, X—X, X—X
f,(x)= k 2 L f(x,)+ - 2 1(x,)
} Xo =X, Xo—X, X=X, X, =Xy X, =X, X, =X;
X—-X, X—X, X—X X—-X, X—X, X-—X
+ 2 L 2 f(x,)+ 2 ! 2 f(x,)

X, =X X, =X X, 7 X, X; 7 X X3 7%, X;7X,
Lagrange interpolasyon polinomunun Newton interpolasyon polinomundan cikarihisi.

f,(x)=1(x,)+(x—-x,) f[x,,X,]

f(x) =) _ f(x) | £(x,)

f[XpXo]:

X =X X=Xy XXy

X—X X—X
(%) = 1(x,) + 50 () 250 1y,

X =X, Xo — X4
f(X)= L f(x,)+ 0 f(x,)

Xy — X4 X=Xy

Ornek 5.5.1

In x x, =1 f(x,)=0, x, =4 f(x,)=138629 , x,=6 f(x,)=1,79176

Birinci dereceden Lagrange polinomu i¢in ¢éziim:

£00 =~ f(x) + - f(x,)
Xp =X X, —X,
X—4 X—1

f(X) =~ %0+ *1,3862944
-4 4-1

f,(2)= f‘: 0+ Z‘i *1,3862944 =  f,(2)=0,4620981

Ikinci dereceden Lagrange polinomu igin ¢dziim:

f,(x) = X—X, X—X, f(x,)+ X—X, X—X, f(x,)+ X—X, X-—X, f(x,)
X, — X, X, — X, X, — X, X, — X, X, —X, X, — X,
£00 = X3 X205 XTL X204 3060044+ XL X244y 7917505
1-41-6  4-14-6 6-16-4
1-42- 2-12- 2-12-4
f,(x) = LR 0+ 1,3862944 + 2= L 27441 7017505 = f,(x) = 0,565844
1-41-6  4-14-6 6-16—4
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6 SAYISAL INTEGRAL

f(x) 1

I= j’.f(x) dx

6.1 NEWTON-KOT iINTEGRAL FORMULU
b b
I =jf(x) dxgjfn(x) dx

f (x)=a,+a,x+---+a_x" +ax"

n

6.2 Trapez (yamuk ) kurah

f(X)A

f(b)

f(a)

I= j:f(x) dx = j:fl(x) dx

fl(x)=f(a)+M(x—a)
b—a
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f(b)—f(a)
b

1= [[f(a) + (x—a)] dx

fb)-f@@) _ f(b)-f(@) x* ‘]’
b—a b—a 2

a

Iz[f(a)x—

() -f@  fb)-f@b® @as IO-I@  (b)-f@) a’

I=f(a)b—
b—a b—a 2 b—a b—a 2

f(a)[ab + (—a’ —b?)/2]—-f(b)[ab + (—a’ —b?)/2]

I=f(a)b—f(a)a+ —

(b—a)*[f(b)—f(a)]

I=f(a)(b—a)+ 2b—2)

1= f(a)b—a)+ L= DVIO) @)

2

[ = 2f@)(®—2)+(b-2)[f(b)— ()]
B 2
I=(b—a) f(a)+f(b)

2

6.2.1 Integral bolgesinin n esit parcaya béliinerek yamuk kuralinin
uygulanisi:

I= ]-]f(x)dx+]-2f(x)dx+---+ Tf(x)dx

Xo X1 Xn-1

Burada (x,X;,X;,"",X,) n+1 adet noktadir.
b - e g

h= a Parcalarin genisligidir.

n

OO0 I H0) ) 15)

I

R

h n-1
T= 2 [f(xo)+ zi;f(xi) +f(x,)]

n—1
f(xg)+2) £(x;)+1(x,)

I=(b—a) ‘=12n
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Tn

Burada f” ikinci tiirevin biitiin bolge i¢inde ortalama degeridir.
Boylece yaklasik hata asagidaki gibi yazilabilir.

3
]z:a — (b - az) TI!
12n
Ornek 6.2.1.1

f(x) = 0,2 + 25x — 200x > + 675x> —900x* + 400x°

0,8
1= _[f(x) dx
0

Bu integral analitik olarak ¢oziiliirse 1=1,64053334  bulunur.
Burada a=0, b=0,8 dir.

0,8—-0
8
xs =05 x,=06 x,=07 x3=08 degerleri asagidaki formiilde yerine konursa

n=8i¢in h= =0,1 ve Xo=0 x,=01 x,=02 x;3=03 x,=04

n—1
f(xg)+2) f(x;)+f(x,)

I=(b-a) ‘=‘2n

f(0)+2[f(0,1)+1£(0,2)+£(0,3)+£(0,4)+£(0,5)+£(0,6) + £(0,7) ] + £(0,8)

I=(0,8-0) ¥y

f(0)=0,2 f(,1)=1,289 1(0,2)=1,288 1(0,3)=1,607 £(0,4)=2,456
f(0,5)=3,325 1{(0,6)=3,464 {£(0,7)=2,363 1(0,8)=0,232

0,2+2[1,289+1,288 +1,607 + 2,456 + 3,325 + 3,464 + 2,363 |+ 0,232

1208
16

1=1,6008
E, =1,64053334-1,6008 = E, =0,03973334
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_ [1,64053334 —1,6008|

£, 100 = g, =242%
| 1,64053334 |
3
S LI i
12n
b
jf"(x) dx
Tn —a
b—a

f'(x) = 25 — 400x + 2025x* — 3600x" + 2000x*

£"(x) = —400 + 4050x — 10800x” + 8000x"

0,8 0,8
_[f"(x)dx - _[( — 400 + 4050x — 10800x> + 8000x° ) dx
0 0

0,8

J' £"(x)dx = —400* 0,8 + 4050 * (0,8) / 2 — 10800 * (0,8)° / 3 + 8000 * (0,8)* / 4
0

0,8 3
b-a)’® —
fromes  rew R0
0 12n
3
12*8
E

a

*100 = ¢, =2,499%

a

1,6008
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6.3 Simpson’un 1/3 kurah

Buradaki 1/3, h iige boliindiigi igindir.

b b
1 =jf(x) dx = Ifz(x) dx

b+
Eger x,=a x,=b x,= 2

ve f,(x) yerine ikinci dereceden Lagrange

polinomu alinirsa integral asagidaki sekle gelir.

IEI[ (x—x)(x—X,) f(x,)+ (x—x¢)(x—X;) f(x,)+ (X —Xx¢)(x—X;) f(x,) ] dx

(Xg —x1)(xg — X;) (x; —xg)(x; —X3) (X3 = X¢)(X; —X;)

Bu mtegral islemi sonucunda elde edilen ifadede gereken kisaltmalar yapildiktan sonra
integral formiilii asagidaki sekli alir.

h
Iz g[f(xo) + 4f(X1 )+ f(Xz )|

Eger (a,b) arali@1 n esit parcaya boliiniirse

I= ]-Zf(x)dx+]ﬁf(x)dx+~-+ Tf(x)dx

Xo X Xp-2

n—1 n—2
f(xo)+4 D f(x)+2 D f(x))+f(x,)

i=1,3,5 i=2,4,6
3n

I=(b-a)

formili bulunur.
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Ornek 6.3.1

f(x) = 0,2 + 25x — 200x* + 675x> —900x* + 400x°
0,8
1= _[f(x) dx
0
Bu integral analitik olarak ¢oziilirse 1=1,64053334  bulunur.

Burada a=0, b=0,8 dir.

n =8 i¢in h=0’88_0=0,1 ve xo=0 x,=01 x,=02 x;=03 x,=04

xs =05 x,=06 x,=07 x43=08 degerleri asagidaki formiilde yerine konursa

n—1 n-2
f(xo)+4 D f(x)+2 D f(x))+f(x,)

i=1,3,5 j=2,4,6

I=z(b-a) n

f(0)+4][1(0,1)+1(0,3)+1(0,5)+1(0,7)] + 2[f(0,2) +1(0,4) +£(0,6) | +£(0,8)
3*8

I=(0,8-0)

f(0)=0,2 (0,1)=1,289 (0,2)=1,288 £(0,3)=1,607 £(0,4)=2,456
f(0,5)=3,325 £(0,6)=3,464 f£(0,7)=2,363 £(0,8)=0,232

0,2+4[1,289+1,607 + 3,325 + 2,363 | + 2[1,288 + 2,456 + 3,464] + 0,232

1=0,8
24

I=1,6428
E, =1,64053334—1,6428 = E, =—0,00226666

1,64053334 — 1,642
8t=| 64053334 - 1,6428/, o e, 0138 %
| 1,64053334 |
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6.4 IMPROPER INTEGRAL (Sinirlar1 sonsuz olan integral)

1/a

jf(x)dx - _[ ti f(1/t) dt

1/b

-A
If(x)dx - j f(x)dx + jf(x)dx
—o0 —-A
x=l = dx=—idt, x=—-A = t=—l , X=-00 = t=—l=0
t t? A ©

b 0 b
jf(x)dx - _[ f(x)dx + J'f(x)dx

-1/A -A

-A

If(x)dx - j f(x)dx + Jf(x)dx + _[f(x)dx

—0 -A
x=1 = dx=—idt, xX=—A = t=—l , X=—-0 = t=—l=0
t t2 A 0
0 1/B
jf(x)dx - j —f(l/t)dt+ If(x)dx+ j —f(1/t)dt
—1/A —-A 0
Ornek 6.4.1
¢ 1 —x2/2
Nx) = | — dx
[
N1 =?
1 H 2 ! 2
NA)=——( |e™ 2 dx+ [e™'? dx)
o]
x=l = dx——idt, x=—-A = t=—l , X=-0o = t=—l=0
t t? A )
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1
Jerax= [ e at=0,0556
t

1
Ie_lez dx = 2,0523
-2

1
—(0,0556 + 2,0523) = N(1)=0,8409
T

V2n

N(1) =

7 SAYISAL TUREV

Tirevin tanimai:
f(x) a

f(x,)

f(x,)

v

X, X, X
(x3=x;) >0
dx X, — X,

Bir fonksiyonun Taylor serisine a¢ilimindan faydalanilarak asagidaki bagint1 yazilabilir.

f" .
f(Xi+1)=f(Xi)+f'(Xi)h+%hz +-e h=x;, -x;

Buradan f'(x;) c¢oziilebilir.

= 1100 PG, 6 1
f'(xi) = w-l_o (h)

Seklinde yazilabilir. Veya
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f(x,

i+2

)—2f(x,, )+ 1(x;)

f”(Xi) = h2

+0 (h)

bu ikinci tiirev formiilii ile birlikte agagidaki gibi olusturulabilir.

fx)—f(x;)  f(x,,) - 20(x;,,) +1(x;)

f'(x.)=
(x:) h 2h’

h+O (h?)

—f(x,

1

) +AR(x,

i) — 3M(x;)
2h

f'(x,) = +0 (h?)

7.1 iLERi DOGRU FARKLAR METODU iLE TUREVLER
Birinci mertebeden tiirev:

f(x;,,)—f(x;) —f(x;,,) +4f(x;,,)— 3(x;)

f’ Xi)= f’ X. )=
( l) h ( 1) 2h
ikinci mertebeden tiirev:
f"(Xi) _ f(Xi+2 ) - Zf(xi+1 ) + f(Xi ) f”(Xi) _ - f(Xi+3 ) + 4f(Xi+2 ) — 5f(Xi+1 ) + 2f(xl)

h? h’

Uciincii mertebeden tiirev:

f(x;,;)—3f(x,,,)+3f(x,,,)—-f(x;)
h3

£(x,) =

= 3f(x,, ) +14f(x,, ;) — 24 (x,,,) +18f(x,,,) — Sf(x,)

f’"(xi) = 2h3

Dordiincii mertebeden tiirev:

f(x;,,)—4f(x;,;)+6f(x,,,)—4f(x;,)+f(x;)
h

£9(x,)=

- 2f(x,,5) + 111 (x,, ) — 241 (x,,,) + 26f (x,,,) — 14f (x,,,) + 3f(Xx;)

f(4)(xi): h4
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7.2 GERIiYE DOGRU FARKLAR METODU iLE TUREVLER

Birinci mertebeden tiirev:

f'(x,) =M £(x,) = 3f(x,)—4f(x_, ) +f(x_,)
h 2h
ikinci mertebeden tiirev:

f(x;)—2f(x; ) +1(x;,)
hZ

2f(x;) = 5f(x;_ ) +4f(x,_,)—f(x,_;)

f”(Xi) = h2

f”(xi) =

Uciincii mertebeden tiirev:

f(x,)—3f(x,_)+3f(x,_,)—f(x,_,)
h3
Sf(x,)—18f(x,_, )+ 24f(x,_,) —14f (x,_;) + 3f(x,_,)
2h*

f"l(xi) —

f”l(xi) —

Dordiincii mertebeden tiirev:

f(x;)—4f(x,_,)+6f(x,_,)—4(x;_;)+f(x,_,)

f(4)(xi) — h4

3f(x,)— 14f(x,_, ) + 26f(x,_,) — 24f(x,_,) + 11f(x,_,) — 2f(x,_,)
h4

£9(x,)=

7.3 MERKEZI FARKLAR METODU ILE TUREVLER

Birinci mertebeden tiirev:

f(x,,)—f(x;) f'(x,) = —f(x;,,) + 8f(x;,,) — 8f(x; ) +f(x;,)

f'(x.)=
(x,) 2h 12h

ikinci mertebeden tiirev:

f(x,,,)—-2f(x;)+f(x,,)
h2
-f(x;,,)+16f(x,,,)—30f(x;)+16f(x, ,)—f(x;_,)
12h’®

f"(x;) =

f'(x;) =

Uciincii mertebeden tiirev:

f(x;,,)—2f(x,, )+ 2f(x,_ ) —f(x;_,)

fl"(xi) — 2h3

—f(x,,,)+ 8(x,,,) - 13f(x,,, )+ 13f(x, ) — 8f(x_,) + f(X,_;)

f”l x.)=
(x;) an°
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Dordiincii mertebeden tiirev:

f(x,,,)—-4(x,,,)+6f(x;)—4f(x,_))+1(x,_,)

f(4) (Xi) — h4
£O(x;)=— f(xi5) +120(x;,,) = 39F(x,,,) +56f(x;) - 39F(x;_, ) + 120 (x;,) — f(x;;)
‘ 6h*
Ornek 7.3.1
f(x)=1Inx f'(5)=2 f"(5)="?
Analitik ¢6ziim:
f'(x)= 1 f"(x) = —iz f'(5)=0,2 £"(5) =-0,04
X X

Sayisal ¢ozlim:

In(5+0,01)— In(5) _ 1,6114435915 —1,609437912

f'(5) =
) 5,01-5 0,01

£'(5) = 0,199800266

In(5,02) — 2In(5,01) + In(5)  1,613429934 — 2*1,611435915 +1,609437912

f" 5 —
®) (0,01)° 0,0001

f"(5) =—0,0398405
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8 ADi DIFERANSIYEL DENKLEMLER

y = —-0,5x* +4x° —10x> +8,5x +1

Seklinde verilen denklem asagidaki diferansiyel denklemin gosterdigi egrilerden sadece birisidir.
ﬂ =-2x" +12x* —20x +8,5

dx

y = j[—2x3 +12x> —20x +8,5] dx

integralinin sonucu asagida gibi bir egri ailesini gosterir.
y = -0,5x* +4x° —10x* +8,5x + C

y
6,
c=3
41 c=2
c=1
2 CZO
c=-1
c=-2
T~ . .
1 2 3 4
X
2

Bu durumda tek bir egrinin belirli olmasi i¢in C integral sabitinin hesaplanabilecegi kosullarin

verilmesi gerekir.
Diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimiinde gelistirilen yontemlerden bazilar1 asagida

verilmigtir.
8.1 EULER METODU A
y

dy
2L =f(x,
™ (x,y)

Viel [T TS A
Yia =Y + f(Xi s yl)h hata

\ 4

yeni deger = eski deger + egim * adim \

<
1
1
1
1
1
1
1
x:
A
=
v

v

Xi Xi+1



Ornek 8.1.1

dy _

- y&=0,75  ymn=?
dx X

Analitik ¢6zliim:

J'ﬂ:_d—x = Iny=—-(nx-Inc) = 1ny=ln£ = y=£
y c X X x

y#= 0,75 kosulunu kullanirsak 0,75 =% = ¢=3

ve boylece y = 3 bulunur. Buradan y7 = % =0,4285714
X

Sayisal ¢ozliim:
Yia =y +f(x;,y,)h

f(x,,y,) ==+

veh=1 ahnlrsia

Vo) =Y& T (-yw/4)*1=0,75—0,75/4) =  yi5 =0,5625
Vo =y + (-ys)/5)*1=0,5625 +0,5625/5) =  ye =045
Y = Yo + (- Yo /64) *1 =045 40456) = ya=0375

. 0,42857 — 0,375
‘ 0,42857

100% =12,5%

8.1.1 Iyilestirilmis Euler metodu
h
Yiap =Yi t f(Xi’Yi)E

Y =Y T f(Xi+1/2’ yi+1/2)h

Ornek 8.1.1.1

Yukaridaki 6rnek iyilestirilmis Euler yontemi ile ¢oziiliirse

Yine ayni sekilde h =1 alinirsa

Y45 =Ya T (-y@/4)*0,5=0,75+0,75/4) * 0,5 =  yaus =0,65625

Y5 = Y@t (-yas/4,5)*1=0,75—0,65625/4,5)*1 =  yi =0,6041666667

Y65 =Y6) T (-ys/5) *0,5=0,6041667 —(0,6041667/5) * 0,5 = yss =0,54375

Yo = Y65+ (- Y5/ 5,5) *1 = 0,6041667 —(0,54375/5,5) *1 =y = 0,505303
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V6.5 = Yo (- v/ 6) *0,5 = 0,505303 —(0,505303/6) * 0,5 =  ys)=0,4631944

Y =Ye t (-Yes5/6,5)*1=0,505303 —(0,4631944/6,5) *1 =y =0,434042

0.4285714-0434142| . £ =128%
04285714 |

gt:|

8.2 HEUN METODU

Bu metotta Euler metodundaki i inci noktadaki tiirev yerine i ve (i+1) inci noktadaki
tirevlerin aritmetik ortalamasi alinir.

¥ = Yi+Yig _ f(Xi7Yi)+f(Xi+17Y?+l)
2 2
Y?+1 =y, +f(x;,y,)h

f(x;,y;)+ f(Xi+19yi0+l) h
2

Yian =Y

Ornek 8.2.1

dy _

i = y#=0,75 yz=7? (analitik ¢6ziimde y7) = % =0,4285714 )
X X

h=1 alinirsa
v =y, + (—% %] = 0,5625
y ys
5T

Ys =Yt 4 5 > *h = y,=06

ye=ys +(—%>*1=0,48

0
(7 + ()
Ye =Ys T+ 5 *h = y,=05

v =y, + (—%) *1=0,4166667

2+ (1

y, =y, +—2 5 T #h = y,=04285714286

e =0%
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8.3 RUNGE-KUTTA METODU

Runge-Kutta metodu, Taylor serileri ile yaklasimdaki hassasiyeti, yliksek mertebeden tiirevlere
ihtiya¢ duymadan yakalayabildiginden, yiliksek hassasiyetin arandig1 durumlarda tercih edilir.
Runge-Kutta metodu asagidaki formda yazilabilir.

Yir = Yi +8(X;, Vi, h)h
Burada
#(X:, y;,h) fonksiyonuna artim fonksiyonu denir.Bu s6z konusu araliktaki egimi gosterir.
Artim fonksiyonu genel formda asagidaki gibi yazilabilir.
g=ak +ak,+---+ak,
Burada a lar sabit k lar ise agagidaki gibidir.
ki = f(x,Y))
k2 = f(Xi + p1h= Yi +q11k1h)
ky = (% + p,h, Y, +0, kh+0a,k,h)

kn =f (Xi + pn—lh’ Yi + qn—l,lklh + qn—l,zkzh oot qn—l,n—lk h)

Burada p ve q lar sabitlerdir.

n-1

8.3.1. Ikinci dereceden Runge-Kutta metodu
Yii = Yi +(ak +a,k))h

kl = f(xi’yi)
kz = f(xi + plh’ Yi +q11k1h)

Yi., i¢in y; ve f(X,Y;) terimleri ile ikinci mertebeden Taylor serisi yazilirsa
Yia = Yi + T (%, y)h +whz

Burada f'(x,Yy,) zincir kurali ile belirlenmelidir.
Fix,yy = Oy | AFO6Y) dy
OX oy dx

Bu ikinci tiirev Taylor formiiliinde yerine yazilirsa

of of dy \h?
yJ— 2)

=Y+ . yh+| —+——
Yia =¥+ 1) [8x oy dx ) 2!
Iki degiskenli fonksiyonlarda Taylor serisi
a9 , .99
X+, Y+S)=0g(X,Y)+F—=+S—=+---
a( y+8)=9(X.y) xSy

Bu formiil yukaridaki iki degiskenli fonksiyon igeren K, esitligi i¢in uygulanirsa

of of
kz = f(Xi + plhﬂyi +q11k1h): f(Xisyi)"‘ p1h&+q11k1h5+o(h2)

Bu k, esitligi k, = f(x;,y,) esitligi ile birlikte ilk Y, , de yerine yazilirsa
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of of
Vi =Y+ N O Y+ N FOG, Y+ 2,7 20+ 2,0, 7F 05, y) 20+ O
ve terimler bir araya toplanirsa

of of
yi+1 = yi +[a1 f(xi’ yi)+a2 f(xia yi)]h+[a2 pl&+a2qll f (Xi’ yn)a_y]hz +O(h3)

Bu denklem 2 denklemiyle % = f(X,y) oldugu goz oniine alinarak karsilastirilirsa
a+a, =1
a,p = l
2
a0, = l
2

bulunur. Burada 3 denklem 4 bilinmeyen oldugundan ¢ok sayida ¢6ziim elde edilebilir.
Tek diizeltme katsayili Heun yontemi ( a, =1/2)

a=1/2, a=1/2, p,=q, =1
Bu parametreler yerine konursa

1 1
Yin =Yi +(5k1 +Ek2)h

ky = f(x.,Y))
k,=f(x +h,y, +kh)
Orta nokta metodu ( a, =1)

1
a2=1, a1=03 p1=q11=5

Yin =Yi +kzh
kl = f(xiayi)

1 1
k,=f(x+=hy,+=kh
= T(x > Yi 21)

Ralston yontemi ( a, =2/3)

2 1 3
a2=§, q =§, P =4q, :Z

1 2
Yia =Yi +(§k1 +§kz)h
kl = f(xiayi)

3 3
k, = f(xi+Zh,yi+Zk1h)

8.3.2. Ugiincii dereceden Runge-Kutta metodu
Yian =Y +%(k1 +4k2 + k3)h
kl = f(Xiv yi)
1 1
k2 = f(Xi +Eh, Y, +5klh)
K, = f(x +h,y, —kh+k;h)
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8.3.3. Dordiincii dereceden Runge-Kutta metodu
Vi = Vi +é(k1 +2k, +2k; +k,)h
ki = (X, ;)
1 1
k,=f(x +5h,yi +Ek1h)

1 1
k,=f(x +=h,y +=kh
3 (|+2 y|+22)

k, = f(x +h,y, +k;h)

Ornek 8.3.3.1

%:4e°'sx—0.5y , ¥o=2, x=0dan x=05, h=0.25
X

f(x,y)=4e"*-0.5y
k, = f(0.25,y,) = 4e*""% —0.5y,
Yoos = Yo + £(0,2)0.25=2+(4€"*" - 0.5%2)0.25=2.75
k, = £(0.25,2.75) = 4¢*¥°* —0.5%2.75=3.510611

k,=(0.25 +%,2.75+%3.510611*0.25)

k, = £(0.375,3.188826) = 4"%**" —0.5+3.188826 = 3.80502

k,=f(0.25 +%, 2.75 +%3.80502 *(.25)

k, = f(0.375,3.22563) = 4e"%**"* —0.5%3.22563 = 3.78662
k, = f(0.25+0.25,2.75+3.78662 % 0.25)
k, = £(0.5,3.69665) = 4e"**° —0.5%3.69665 = 4.11897

Yoo =2 +%(3.51061 14+2%3.80502 +2%3.78662 +4.11897)0.25 = 2.95054

Yos = Yoos + F(0.25,2.95054)0.25 = 2.95054 + (4e*¥°% — 0.5 % 2.95054)0.25 = 3.8031

k, = £(0.5,3.8031) = 4e*¥* — 0.5 %3.8031 = 4.06575

k,=f(0.5+ %,3.8031 + %4.06575 *0.25)

k, = £(0.625,4.31132) = 4" —0.5%4.31132 = 4.43922
k,= f(0.5+ %0.25,3.8031 + %4.43922 #0.25)

k, = f(0.625,4.358) = 4e"*"*%° —(0.5%4.358 = 4.4159
k, = f(0.5+0.25,3.8031+4.4159 x0.25)
k, = £(0.75,4.9071) = 4¢****” —0.5% 4.9071 = 4.83492

Yos = 2.95054 + %(4.06575 +2%4.43922 +2+%4.4159 + 4.83492)0.25 = 4.0593
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8.4 DIFERANSIYEL DENKLEM SIiSTEMI METODU

n inci mertebeden bir diferansiyel denklem n tane birinci mertebeden diferansiyel denklemden
olusan bir sisteme doniistiiriilebilir.

d
dyl :f1(X,y1,y2,"',yn)
X

dy
2 =1,(X,¥,¥2, 5 ¥0)

dx

dy,
:fn(XaY17YQ9"'ayn)

dx

Bu sistemin ¢ézlimii i¢in X in bir noktasindaki y,,y,,---,y, degerlerinin (kosullarinin )
verilmesi gerekir.

Ornek 8.4.1

d’s
a=-1As dt—2+ﬂ,s=0 t=0da s=s, v=yv,

Analitik ¢6zliim :
S = ACos\/Z t+ BSin\/Z t
V= —A\/Z Sin\/z t+ B\/Z Cos\/z t

A=s, B=-L

Ja
S=s, Cosﬁt+v—;Sinﬁt

N

Ornek 8.4.2

2 2
E+ﬂ:—s=0 t=0da s,=8 v, =12
dt? 36

t=1de s;=? v, =?

P, 2
Analitik ¢oziim : s = 8C0s% t+ 7—SinE t = s, =18,38735913

T
v= —%Sin%t + 12Cos%t = v, =8,297909743

Euler yontemi ile niimerik ¢ézliim:

2 2
T

Bu yontemde d_2 + gs =0 ikinci mertebeden diferansiyel denklemi asagidaki gibi iki
t

tane diferansiyel denklemden olusan bir diferansiyel denklem sistemine doniistiiriiliir.
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;i1 =8;+v;h |

h=0,1 almirsa asagidaki tablo degerleri bulunur.

V., =V.——S. h
i+1 i 36 i

t Si Vi Si+1 Vit
0,11 8 12 9,2 11,78067546
0,2 9,2 11,78067546 10,37806755 11,52845223
0,3 10,37806755 11,52845223 11,53091277 11,24393162
04 11,53091277 11,24393162 12,65530593 10,9278051
0,5 12,65530593 10,9278051 13,74808644 10,5808527
0,6 13,74808644 10,5808527 14,80617171 10,20394111
0,7 14,80617171 10,20394111 15,82656582 9,798021503
0,8 15,82656582 9,798021503 16,80636797 9,364127215
0,9 16,80636797 9,364127215 17,74278069 8,903371094
1 17,74278069 8,903371094 18,6331178 8,416942688
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8.5 SINIR DEGER PROBLEMLERI

) dy dy
Dif. denk. d—t1= f.(ty,y,) . d—t2= f,ty,Y,)

Baslangic kosullar: t=0da vy, = Yios Y2=Ya0

Yy A

Yi

Ve

Baslangi¢ kosullari
Y0 Y>

v

(a)

2

Dif. denk : Y = f(x.y)
dx

=

Sinir kosullari: Xx=0 da y=y,
X=Lde y=y,

Yy A

‘Sykosullan
. /\ yL

Smir kosullar
Yo

0 (b) L X
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8.5.1 Atis Yontemi
Bu yontemde sinir deger problemi baslangic deger problemine
dontstiirtlir. Bu yontem ornek tizerinde gosterilecektir.

Ornek 8.5.1.1
Uzunlugu boyunca izole edilmemis ve stirekli rejimdeki ince ve uzun bir
cubuktaki sicaklik dagilimi asagidaki denklemle verilir.

d’T
dx?
Burada h' 1s1 transferi katsayisidir(cm™ ) . Bu ¢evreye giden 1s1 oranini
karakterize eder. T, etraftaki havanin sicakligi (°C )

TO)=T,

T(L=T,

Eger, cubugun boyu L=10m , h"'=0.01 , T, =20 , T(0)=40, T(10) =200
Analitik ¢ozim:

T(x) =73.4523e"" —53.4523¢" 420

Sayisal Coziim:

dT

o z

dz

ol h'(T-T,)

Sayisal ¢6ziime baslayabilmek i¢in z(0) *1n bilinmesi gerekir.

Atis metodu i¢in z(0)=10 diyelim.

Ti+] = Ti + Zih

z, =7+ (T -THh

+h(T,-T)=0

h=2m alalim

T., =T +2z

z,,, =z,+0.02(T, - 20)
T,=40+2%10=60
z,=10+0.02(40-20)=10.4
T,=60+2%10.4=280.8
z,=10.4+0.02(60—20)=11.2
T,=80.8+2%11.2=103.2
z,=11.2+0.02(80.8—20) =12.416
T, =103.2+2%12.416 =128.032
z, =12.416 +0.02(103.2 — 20) = 14.08
T, =128.032+2%14.08 =156.192
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2(0)=14 alalim

T,=40+2%14=068

z, =14 +0.02(40—20) = 14.4
T,=68+2%14.4=96.8

z, =14.4+0.02(68 — 20) = 15.36

T, =96.8+2%15.36=127.52

z, =15.364+0.02(96.8 —20) =16.896

T, =127.52+2%16.896 =161.312

z, =16.896 + 0.02(127.52 — 20) = 19.0464
T, =161.312+2%19.0464 =199.4048
2, =19.0464 +0.02(161.312 — 20) = 21.87264

8.5.2 Sonlu Farklar Yontemi

Bu yontemde Tiirevler yerine sonlu fark ifadeleri konur. Bu yontem

asagidaki Ornek iizerinde aciklanabilir.

8.5.2.10rnek

Ornek 8.4.1.1 deki ince uzun gubuktaki 1s1 yayilmas1 problemi ele

aliirsa
d’T
dx’
Burada ikinci tiirev ifadesi yerine

+h(T,-T)=0

d’T B T, —2T.+T
dx? AX?
sonlu farklar ifadesi konursa

Ti+1 — 2Ti +Ti—1
AX®

Gerekli 1slemler yapilirsa

ST, +Q+NAC)T =T, = NAXT,

+h'(T,-T)=0

esitligi elde edilir.
Xx=0 X=2m X=4m X=6m X=8m
T(0)=40 ’C

&3

X=10m
T(lO):ZOOOC



T, + 2+ WAXT, =T, = WAXT,

—T, + 2+ h'AX)T, - T, = NAXT,

T, + 2+ NA)T, - T, = 'AXT,

T, + 2+ WAXP)T, =T, = h'AXT,

h'AX* =0.01*2% =0.04

2.04T, —T, = 0.04 %20 + 40 = 40,8

T, +2.04T, =T, =0.8

T, +2.04T,-T,=0.8

~T, +2.04T, = 200.8

Bu denklemleri asagidaki gibi diizenliyebiliriz.

204 -1 0 T, 40.8
-1 204 -1 0 ||T,| | 08
0 -1 204 -1/, |08

0 0 -1 204]||T,] (2008
Bu denklem sisteminin ¢oziimiinden

T, 65.9698
T,| | 93.7785
T,[ ]124.5382
T,] (159.4795
clde edilir.
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9 KISMi TUREVLI DENKLEMLER

Verilen bir U fonksiyonunun keyfi bir (X,y) noktasinda X ve y ye gore kismi tlirevleri asagidaki
gibi tanimlanabilir.

a_u = lim U(X + AX, y) — U(Xa y)

OX Ax—0 AX

a_u_ im U(X,y+Ay)—U(X,y)
ay Ay—0 Ay
Eger bir denklem iki veya daha fazla bagimsiz degiskene gore kismi tiirevleri igeriyorsa, bu

denkleme kismi tlirevli denklem denir. Asagidaki denklemler kismi tiirevli denklemlerdir.

o’u o’u
— t2Xy—+u=1
OX oy

3 2
62u +xa—lj+8u =35y
oxoy oy

2\ 3

o°u ou
— +6 > =X
OX Oxoy

o’u ou
— FXU—=X

ox’ oy

Kismi tiirevli denklemin derecesi denklemdeki en yiiksek mertebeden tiireve esittir. Yukaridaki
birinci ve sonuncu denklem ikinci dereceden diger ikisi ise {igiincii derecedendir.

Kismi tiirevli denklem bilinmiyen fonksiyon U ve bunun tiirevlerine gore lineer ise bu denkleme
kismi tiirevli lineer denklem denir.

Buna gore yukaridaki ilk iki denklem lineer son iki denklem ise lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemdir.

Miihendislikte ikinci dereceden kismi tiirevli lineer diferansiyel denklemlerin genis bir uygulama
alan1 vardir.
Iki bagimsiz degiskene gore bu denklemlerin genel formu asagidaki gibi yazilabilir.

2 2 2
A@u Bau Cau

>+ + ~+D=0
OX OXoy oy

Burada A,B,C X ve Yy nin fonksiyonlaridir. D ise X, Y, U, Z—u ve %J nin fonksiyonudur.
X

Bu denklemler A,B,C nin degerlerine bagl olarak asagidaki gibi siniflandirilir.

B2 _4AC Kategori Ornek
<0 Eliptik 2 2
P Z—-l; + gy—-l; =0 Laplace denklemi ( iki boyutlu kararli durum)
X
=0 Parabolik | 4T o°T o . ) )
Y = k’F Is1 iletimi denklemi(tek boyutta zaman degiskenli)
X
>0 Hiperbolik azy 1 azy . ) .
e = peaps Dalga denklemi(tek boyutta zaman degiskenli)
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9.2. Sonlu Farklar : Eliptik denklemler
9.2.1. Laplace denklemi

Va
ay +Ay)
90— ax+a9 | Ay
T f
§q(y5)
AT %,
ot

Kalinlig1 Az olan ince bir plaka ve i¢inde 1s1 dengesinin gosterildigi bir eleman

Kenarlar1 haricinde izole edilen bir plakada 1s1 transferi X ve y dogrultularinda olabilir. Kararlt
rejimde bir elemanda At zamaninda olabilecek 1s1 akis1 asagidaki denklemle ifade edilebilir.

g(X)AYAZAL + q(Y)AXAZAL = (X + AX)AYAZAL + (Y + AY)AXAZAL

Burada q(x) ve q(y), xvey dogrultusundaki 1s1 akisini [Cal /(sz.s)] gostermektedir.
Esitlik AzAt ye boliiniip terimler bir tarafta toplanirsa

[a(X) —a(x+Ax)]Ay +[q(y) —q(y + Ay)]Ax =0

Coe o A Ay
Bu denklemin birinci terimi e ikinci terimi A_y ile ¢arpilirsa
X y

[q(X) —a(x + Ax)]
AX

AXAY +

[90) =0+ AN 00—
Ay

Denklemi elde edilir. Bu denklem AXAy ile boliiniip limiti alinirsa agagidaki denklem elde edilir.

L,

ox oy
Bu 1s1 enerjisinin korunumu denklemidir. Plakanin kenarlar1 boyunca genellikle 1s1 akis1 yerine
sicaklik kosullar belli oldugundan bu denklemin sicaklik cinsinden yazilmasi gerekir. Is1 akist

sicakliklara Fourier’ in 1s1 iletimi yasasi ile baglanabilir.

or
.= —k()( , ——
o oi
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Buirada g, = i dogrultusundaki 1s1 akisidir. [cal/(cm® .s)],

k = Is1 yaymim katsay1st (cm?/s) ,

p = Malzemenin yogunlugu (g/cm’)

C = Malzemenin 1s1 kapasitesi (6zgiil 1sis1)[cal/(g . °C)]
T = Sicaklik (°C)

Fourier’in 1s1 iletimi bagintisi 1s1 enerjisinin korunumu denkleminde yerine yazilirsa asagidaki
Laplace denklemi elde edilir.

o'T o7

—+—=0

ox> oy’
Eger Plaka i¢inde 1s1 kaynag1 veya kuyusu varsa sicakliklar arasindaki baginti
T 0T

—+—=f(x,
o oy (X,¥)

Bu denklem Poisson denklemi olarak bilinir.
9.2.2. Coziim teknigi

Sayisal ¢oziimde plaka ayrik noktalarin koselere yerlestigi bir 1zgara seklinde diistliniiliir ve kismi
tiirevli denklem yerine fark denklemleri yazilip her bir noktaya uygulanarak lineer cebirsel
denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢éziimiinden ayrik noktalardaki sicakliklar
bulunur.

T — o
SessesSS I
i—1, _=!!..= i+1, ]
S csssscss

\ 2o
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Merkezi farklar uygulanirsa Laplace denklemi asagidaki gibi fark denklemine doniistiirtiliir.

62T _ Ti+1,j _2Ti,j +Ti—1,j

ox* AX?

To, 2T, +To, T
- = +

b

—2TLj +TLJ.71 o

o°T _ Ti,j+1 _2Ti,j +Ti,j—1

oy’ Ay?

i+1,] i,j+l1
2
AX

Ay’

Eger 1zgara birimleri kare seklinde olursa AX=Ay olacagindan sonlu farklar denklemi

TM’j +THJ +T +T,j71 —4Ti,j =0

i,j+l i

seklinde yazilabilir.Bu denklem Laplace fark denklemi olarak bilinir. Cézlime ulagsmak igin
plakanin biitiin i¢ noktalarinda bu denklemi uygulamak gerekir.

Ornek 9.2.2.1:
100 °C
(13 23 (G
[ ] [ ] {J
1,2 22
750 ( ; ) . ) (3.,2) 50°C
LH —@n G
[ ] [ ] [ ]
0°C
T+ T+ T+ T, —4T, ;=0 Sonlu farklar denklemi (1,1) noduna uygulanirsa

i+1,] i-1,j i+l i

T, +Ty, + T, +T,, —4T,, =0 elde edilir . ve T, =75°C , T, ; =0°C yerine yazilirsa

Tz,1 +TL2 - 4T1,1 =-75 =

41, -T,-T,, =75

Sonlu farklar denklemi (2,1) noduna uygulanirsa

T, +T,+T,,+T,,—4T,, =0 elde edilir. T,, =0 yerine yazilirsa

denklemi bulunur.

denklemi bulunur.

_T1,1 + 4T2,1 _Tz,z _T3,1 =0

Sonlu farklar denklemi (3,1) noduna uygulamirsa T, +T,, +T,, + T, , —4T,, =0 elde edilir.

T, = 50°C , T,, =0 yerine yazilirsa

-T,,+4T,,-T,, =50

elde

edilir.

Sonlu farklar denklemi (1,2) noduna uygulanirsa T,, + T, + T, + T, —4T,, =0 elde edilir.

T,, =75°C yerine yazilirsa

—T]’1 + 4Tl,2

-T;-T,,=75

88
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Sonlu farklar denklemi (2,2) noduna uygulanirsa [T, +T,, —4T,, + T, + T, , = 0| elde edilir.

Sonlu farklar denklemi (3,2) noduna uygulamirsa T, , +T,, +T,; + T, —4T,, =0

T,,=50 °C yerine yazilirsa —T,, =T, +4T,, =T, , = 50| elde edilir.

Sonlu farklar denklemi (1,3) noduna uygulanirsa T, + T ;+T,,+T,,—4T ;=0
T,;=75"Cve T,,=100°C yerine yazilirsa |-T,, +4T,;—T,, =175| elde edilir.

Sonlu farklar denklemi (2,3) noduna uygulanirsa T, + T ;+T,, +T,, —4T, ;=0
T,, =100"C yerine yazilirsa |-T,, —T,;+4T,, —T,, =100| elde edilir.

Son olaral sonlu farklar denklemi (3,3) noduna uygulanirsa T, +T,;+T,, +T,, —4T,; =0 elde

edilir. T,; =50°C ve T,, =100"C yerine yazilirsa |-T,, —T,, +4T,, =150| elde edilir.

Bu denklemler toplu olarak asagidaki gibi yazilabilir.

4T, =T, =-T,=75
—T,+4T,,-T,,-T,,=0
—T,, +4T,,-T,, =50

~T,, +4T,-T,,-T,, =75
T, +T,—4T,,+T,,+T,,=0
T, =T, +4T,, -T,, =50
—T, +4T,-T,, =175

~T,, =T, +4T,, -T,, =100
~T,, - T,, +4T,; =150

4 -1 0 -1 0 0 0 0 o0]fT, 75
-1 4 -1 0 -1 0 0 0 0]/|T, 0
0 -1 4 0 0 -1 0 0 0T, 50
-1 0 0 4 -1 0 -1 0 O0[|[T,| |75
01 0 1 -4 1 0 1 0} T,t=40
0 0 -1 0 -1 4 0 -1[|T,,| |50
0 0 0 -1 0 0 4 -1 0[|T,| [175
0 0 0 0 -1 0 -1 4 —1/|T,,| |[100
0 0 0 0 0 -1 0 -1 4]|T,] [150

Mathematica programu ile bu denklem sistemi asagidaki gibi kolaylikla ¢oziilebilir.

A={{4,-1,0,-1,0,0,0,0,0},{-1,4,-1,0,-1,0,0,0,0},{0,-1,4,0,0,-
1,0,0,0%,{-1,0,0,4,-1,0,-1,0,0%},{0,1,0,1,-4,1,0,1,0},{0,0,-1,0,-
1,4,0,0,-1}%,{0,0,0,-1,0,0,4,-1,0},{0,0,0,0,-1,0,-1,4,-
1}.{0,0,0,0,0,-1,0,-1,4}};

b={75,0,50,75,0,50,175,100,150%};

x=LinearSolve[A,Db];
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300

7
3725

S

A7
14
7075

SEE~ERE-RE

42 _.8571
33.2589
33.9286
63.1696
56.25

52.4554
78.5714
76.1161
69.6429
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EK A TAYLOR SERiSIi

EK A.1 TAYLOR FORMULU
f(x) : Aradigimiz fonksiyon

P(x) : Yaklasik fonksiyon

P(x)=C, +Cx+C,x* +C,x’ +C,x* +C,x’ +---+ C X"

X =0 da bu iki fonksiyonun degerleri ve tiirevleri birbirine esitlenerek n-+1 kosul olusturulur.
P(0)= f(0), P'(0)=f'(0) , P"(0)= f"(0), ..., P™(0)=f"™(0)

olusturulan bu kosullar yardimi ile C, , (i =0,---,n) katsayilar1 bulunur.

x=0da PW0)=C, —» |C,=T(0)
P'(x) =C, +2C,x+3C,x*> +4C,x’ +5C,x* +---+nC x""
x=0da P'(0)=C, —» |C, =f'(0)
P"(X) =2C, +2*3C,x+3*4C,X* +4*5C, X’ +---+(n—1)nC_x""

x=0 da P"(0)=2C, — |C, :%f”(O)

P"(x)=2*3C, +2*3*4C4x+3*4*50 X* ++--+(n=2)(n-1)nC x"

x=0da P"(0)=2%3C, - |C,=——f"(0
0) ;> [C=55 11O
PY(X) =2%3%4C, + 2*3*4*5C X +---+ (n—3)(n—2)(n—)nC, x"*
1

x=0da P"(0)=2%3*4C, —» |C, =

f v (0)

2*3*%4

Bu islemler devam edilirse |C, =% f %) (0)| bulunur. Bu katsayilar P(x) polinomunda yerine

n_ £ k)
konursa |P(X) = Z% x“| Taylor polinomu elde edilir.
k=0 '

Sifirdan farkli noktalarda da benzer formiiller bulunabilir.Bunun i¢in i¢in Polinomu (X —X,) 1mn

kuvvetlerine gore yazilir.
P(X)=C, +C,(X—%,)+C,(X=%,)> +C;(X=%,)’ +C,(x—X,)* +C5(Xx—=%,)  +---+C,(X—X%,)"
Bu polinomun x degiskenine gore tiirevleri alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa asagidaki gibi
bir f(x) fonksiyonunun X, civarinda Taylor polinomuna ag¢ilim formiilii elde edilir.

n f® (X )

P(x) = ZTO(X —%)"

k=0

f (x) fonksiyonu ile P(x) fonksiyonu arasindaki farka n inci kalan denir.
R,(¥)=f(X)-P(X) > f(x)=P(X)+R (X

f0=> f(k)(x T3 ) 4R (%)

k=0

Bu esitlige kalanli Taylor formiilii denir. Eger X, = 0 ise ¢ogu kere bu formiile Maclaurin
formiilii denir.
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Kalan formiiliinii yazmak icin ortalama deger teoremi uygulanir.

f(x)
Bgim 100~ f0%)

A

f(x)

Egim /(&) fr(&) =10~ T)

f!(XO) X_XO

v

Lineer yaklagim igin P,(x) = f(x,) ve fark f(x)—P,(x)= f(x)— f(x,) olur.

f —f
o= ) ) k) = FEX-%)

X=X,

Analizin temel teoreminden f(x)— f(X,) = J. f'(t)dt esitligi yazilabilir.

Xo

f(x)-PF,(X,) = J. f'(t)dt bu esitlige entegral formundaki kalan denir.
Yukaridaki integrale kismi integrasyon islemi uygulanirsa
u=f'(t) , dv=dt burada v=t-x olmalidir.

f(x)—f(x)=f'(t)(t- x)|:0 — I IOt —x)dt =—f'(x,)(%, —X)+ j f"()(x—t)dt

FOO=[F(x) + F/(x)0% = X)) = j. frH(x-t)dt

Bu esitligin sol tarafi f(x)— P, (x) farkina esittir.
Ayni sekilde kismi integrasyon uygulanirsa

_ 2
u=f"(t) , dv=(x-t)dt burada V:% olur.

(x-=t)°

f (X) - [ f (Xo) + f ’(XO )(XO - X)] =—f ”(t)—z |zo + J. f m(t) (X _2t) dt

2
ayni sekilde devam edilirse integral formundaki kala formiilii elde edilir.

R, (X) = j f D (t)(X;—'t)ndt

Xy

FOO—[F (%) + (%)% —X)+ f rf(t)@] [ g

Entegral formundaki kalan, asagidaki gibi, Lagrange formunda yazilabilir.
X > X, kabul edilirse islemler basitlesir.

f™D(t) nin x, <t <x araliginda minimum degeri m , maksimum degeri M ile gdsterilsin.

92



n! n! n!

J‘m@dt Sj f("+1)(t)ﬂdtSIM ﬂdt
%o n! %o n! % n!

sinir degerlere ait entegraller kolayca alinabilir.

g\ N+l
m&g f(X)—Pn(X)S M &
(n+1)! (n+D!
!
Biitiin terimler Ll)n” ile carpilirsa
(X - Xo)
!
< D ey P o< M
(X—X)"
elde edilir. f™"(t) mile M arasinda bir deger olduguna gore, & de X, ile X arasinda dyle bir
!
degerolurki  f™(&) = %[ f(X)—P (x)] yazlabilir.
X=X,

Boylece Lagrange formundaki kalan elde edilir.

) |
R, (X) = X—X%,)"
2 (X) D! (X=%)
Eger fonksiyonun [a,b] aralifindaki (n+1) inci tiirevi sinirlt ise yani
a <t <b nin her yerinde ‘ f (b (t)‘ <M ise

M
[ROO| = (n+1)!

n+1

[x=%|"" elde edilir.

TAYLOR SERISINI KULLANARAK ELDE EDILEN OZEL ACILIMLAR

2 3 n

eX=1+x+—+—+----|rX—+Rn
20 3! n!
. X3 XS X7 (_l)n—l X2n—1
SINX=X——F - p o+ R
3 57 2n-1)!
2 4 6 n-1,,2n-2
cosX=l—X—+X__X_...+(1)—)(Jr )
2! 4! 6! (2n-2)!
2 3 4 _1\0-1 0
In(l+x)=x— X X G X g
2 3 4 n
3 5 7 n-1,,2n-1
tan"1X=X—X—+X—_X_+...+( D™ x +Rn
3 5 7 2n-—1

iKi DEGISKENLI FONKSIYONLAR ICIN TAYLOR SERISi

S 0N (%), ) 1
f(x,y)= 0270 X—%)(y-Y,)

FOGY) = (X0 Yo) + (X0 Yo )X = %) + fy<xo,yo><y—yo>+%[f(xo,yo><x—xo)2 +
2fxy(xoa yo)(x_ Xo)(y_ y0)+ fyy(XO’ yo)(y_ y0)2]+"'
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